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Este volume é continuação do volume 1. No Capítulo 1 destacamos as funções Integráveis 
(de uma variável) que aparecem com mais freqüéncia nas aplicações. Este capítulo poderá 
ser omitido pelo leitor que já tenha estudado o Apêndice 4 do volume 1. No 2, estudamos, 
com relação a continuidade е derivabilidade, as funções dadas por integral. No 3, apresen- 
tamos várias aplicações da integral: cálculo de volume de sólido de revolução, área de su- 
perfície de revolução, comprimento de gráfico de função. cálculo de área em coordenadas 
polares e cálculo de centro de massa de figuras planas. No Capítulo 4, estudamos as inte- 
grais impróprias, e no 5, as equações diferenciais lineares de 2.º ordem com coeficientes 
constantes. No 7, estudamos as funções de uma variável real com valores em ІН", com rela- 
ção a continuidade, derivabilidade e integrabilidade. O restante do livro é destinado ao es- 
tudo, com relação a continuidade e diferenciabilidade, das funções reais de várias vartáveis 
reais. Observamos que nesta edição o segundo volume foi desvinculado dos demais em re- 
lação à numeração das páginas e dos capítulos, o que significa que agora a primeira página 
é página 1, o primeiro capítulo corresponde ao antigo Capítulo 16 е assim por diante. Com 
esta modificação, que será extensiva aos outros volumes, ficará mais fácil processar as alte- 
rações necessárias para tornar o texto cada vez mais dinámico. Contamos. para 1550, com 
sugestóes e idéias de professores e alunos. 

Quanto aos exemplos e exercícios, pensamos tê-los colocado em número suficiente para 
compreensão da matéria, Como no volume 1, procuramos dispor os exercícios em ordem 
crescente de dificuldade. Com relação aos exercícios mais difíceis, vale aqui a mesma гесо- 
mendação que fizemos no prefácio do volume 1: não se aborreça caso não consiga resolver 
alguns deles; tudo que vocé terá que fazer nessas horas é seguir em frente e retornar a eles 
quando se sentir mais senhor de si. 

Mais uma vez, queremos agradecer, pela leitura cuidadosa do manuscrito, às colegas 
professoras Élvia Mureb Sallum e Zara Issa Abud. É, ainda, com grande satisfagáo que agra- 
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1 


FUNÇÕES INTEGRÁVEIS 


O objetivo deste capítulo é destacar as funções integráveis que vão interessar ао curso. 
Este capítulo poderá ser omitido pelo leitor que já tenha estudado o Apêndice 4 do Vol, 1. 


1.1. ALGUNS EXEMPLOS DE FUNÇÕES INTEGRÁVEIS E DE 
FUNÇÕES NÃO-INTEGRÁVEIS 
Nesta seção, apresentaremos alguns exemplos de funções integrávels € de funções não- 
integráveis, trabalhando diretamente com à definição de integral de Riemann. 
Antes de começar a estudar os exemplos que apresentaremos а seguir, sugerimos ao lei- 
tor rever a definição de integral de Riemann apresentada na Sec. 11.3 do Val, 1. 


EXEMPLO 1. Prove. pela definição, que a função constante f (x) = k, x € Га, b], é integrável 


Ь 
em [a, b] e que | f Gdx = k(b — a) 
[^] 


Solução 
Para toda partição P : a = хус Xx, € X3 <... X; р А, < € xy = Ё де |a b] tem-se, 
independentemente da escolha de c; em [x; — ү. х1, i variando de 1 am, 
Ti n H 
x fici) Ax; = 2 k ^x; = К > Ax; = k(b — a). 
i=l i=l [=] 


Segue que dado є > О e tomando-se um à > 0 qualquer tem-se, independentemente da 
escolha dos с, 


la 
> fici) Ах; - k(b— а) = 0 < е 


[= 
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para toda partição de (а, b], com máx Ax; < 6. Logo, 
" 


lim f (ci) Ax; = КІБ- a) 
l 


máx Ах — (0 4 
і 


ou seja, Ғе integrável em fa, b] e 


б 
| fi vU dx == kib — üj, 


Antes de passarmos ao próximo exemplo faremos a seguinte observação, 


Observação. De acordo com a definição de integral, sendo fintegrável em Га, 5], dado є > 
O existirá б > O que só depende de e, mas nào da escolha dos c, tal que 


п B 

| D 

> fic) Ах; fiado 
5 id 

E | 


ент 
== 





ha | m 


para toda partição P de [a, b], com máx Ax; E 6. Segue que se P for uma partição de |а, В). 
com máx Ах, < 6, ese ce v; (i = 1,2, ..., n) forem escolhidos arbitrariamente em [X ii as 
х1], teremos 


b E 
Ж Ғе) dx; | feodi 5 
i а 2 
Е 
| H A 
2 (ср) Ах; Eixida = 
=j t — 


e, portanto, 


> ej Ах; » fic) Ах «e 
i=] 


para toda partição P de [a, b], com máx Ax; < 6, independentemente da escolha de CER. 
Deste modo, se ffor integrável em (а, bl, duas somas de Riemann quaisquer relativas a uma 
mesma particáo P, com máx Ах; suficientemente pequeno, devem diferir muito pouco uma 
da outra, e o módulo da diferença entre elas deverá ser tanto menor quanto menor for máx 
Ах, 


Р 
EXEMPLO 2. (Exemplo de função não-integrável). Prove que 


y 
| 


І sexe 
{х= 
РТ 


ndo é ntegrável em |0, I]. 
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Solução 


SejaP:0=x xi <х<... сі) € X ... E ] uma partição qualquer de |0, 1), 


Be cp Co» Cn forem racionals 
її n 
E Мз T 
¡=] i=l 


Se Cj. 2»..... C, forem irracionais 


H 
У FE) Ах =0. 
9 i-1 
De (1) e (2) e da observação anterior segue que fado é integrável em |0, 1]. 
EXEMPLO 3. Seja f: [0,2] — IR dada por 


Osexz] 
f09=14 se x = 1. 


e que |. fix) dx = O 
0 





Prove que fé integrável em |0, 2 
Solução 


Seja P uma partição qualquer de [0, 2] e suponhamos que 1 € [x; - ¡. xj]. 








64: ds Ci DE 
0 | 1 | | 2 
MED eum rM a Жаға Жа 
Be lc] al, 
NN О  sec;*l 
2, Лепа: Ах; вес, = 1 


DEPT тебе pone, bs fici) àx; = Ах, |+ Ах, 
Fica а seu cargo concluir que. em qualquer caso 
" 
Э? Fic) Ax, - 0 = 2 máx Ах; 
=] 
independentemente da escolha dos c;. Portanto, 


H 


lim > Рс) Ах; = 0 = | fx) dx. 


máx Ал, = Ü —] 


” 
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Observe que a função do exemplo anterior não é contínua em |0, 2], entretanto, é integrável 
ет |0,21. 


EXEMPLO 4. Seja 


lseO xxl 
2s& Ix x2. 


ro 


2 
Prove que fé integrável em |0, 2] e que p fix) dx = 3. 


Solução 


Consideremos a partição 0 = xg Ex E... <a; рр... c x, = 2 е suponhamos que 


J 
ге [5; es xj]. 





Temos: 


У ficos = 


| нБ sex, рес | 
=] 


J 
Xa t 20g aa t Җ2— хр se [ore 


Segue que 


2 Қ se x; EE 
É raras cau j Va OST 
l 


A] legs 


(Interprete geometricamente.) Logo, 


У, fie) Ax; — 3 = máx Ar, 
Sl 
independentemente da escolha dos с. Portanto, 


к 


lim x Без Ax; = 3— f f(x) ах. 


máx dr, > 0 f 
EXEMPLO 5. Prove que 
l sex -0 
¿LOS leo<rs] 


não é integrável em [0, 1]. 
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f dução 











Ы - à 
Seja P uma partigáo qualquer де [0, Ile X f(c;) Ax; uma soma de Riemann de f relativa 


= . 
i esta partição. Tomemos c, em JO, xl. 5e mantivermos f1xos Су, Са, «+ Сұ, teremos 


FI 
іш Y fici) Ax; = + =, (Por quê?) 


- 6 —D quc 


Logo, náo existe número L tal que 


л 
lim с.) Ах, E 
к 2 f (c) Ax, 


A веја, f não é integrável em (0, 1]. 


E Observe que a função do exemplo anterior não é limitada em |0, 1]. (Lembramos que f 
'imitada em [a, b] significa que existem reais ee B tais que, para todo x € la, b]; e € fix) = 


О próximo teorema, cuja demonstração encontra-se no Apéndice 4 do Vol. 1, conta-nos 
gue uma condição necessária para f ser inte grável em fa, Р] é que f sea limitada neste inter- 
valo. Tal condição não é suficiente. pois, 


oo [едеш 
fo) - [o sexe 


é limitada em [0. 1], mas não é integrável neste intervalo, 
E 


Teorema. Se f for integrável em |а, b], então f será limitada em (а, 5]. 


k- PAEA TT A — ————————— _ —— LL M 
Exercicios il =z 


4b 
| 


É 1, Seja f: [0, 1] — IR dada por 


ose x e [n 


FEX 
1 


м1 td | 


| sex e јо 


b 1 Prove que fé integrável em |0, 1] e que 


[ fdr = 0. 
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| xs д Є © 
2. Seja f: 10, 1] — IR dada porf(x) = os ктү 


Ы І 

а) Verifique que se os c; forem racionais $ (c; ) Ах; tende а 3 quando máx Ах; — 0, 
i-l 

№) Prove que f nào é integrável em |0, 11. 


3. Саісше, caso exista, e justifique sua resposta. 


|! 52 0 = х1 
UR fix)dx onde f(x) 44 sers] 


2 selar. 


| ей x2 
se Zur 


h) [ Г(хуйх onde f(x) = 5 


1 
е) || fix)dx onde f(x) = Ed 


2 ser=0 


se ral 


sereno 


af fFüxdx onde fix) =|. xvn x 





1.2. FUNCOES INTEGRÁVEIS 


Оз teoremas que enunciaremos a seguir, e cujas demonstracóes encontram-se no Apén- 
dice 4 do Vol. I, destacam as funções integráveis que vão interessar ao curso. 

O teorema | conta-nos que toda função contínua em la, b] é integrável em |а, b] e, o 
teorema 2, que toda função limitada em |а, b] e descontínua em apenas um número finito de 
pontos de Па. 51 é integrável em [a, 5]. 


Teorema І. Se f tor contínua em |а, b]. então f será integrável em Га, Б]. 


Teorema 2. Se f for limitada em |а, В] e descontínua em apenas um número finito 
de pontos de |а, 2], então f será integrável em (а, b]. 





EXEMPLO 1. f (x) = cos 3x é continua em [— 1, 5], logo integrável neste intervalo. 


EXEMPLO 2. Verifique se 


хізе-ілле<1 
2 sel=x=3 


rœ=] 


é integrável em [— 1. 3]. 












Solução 
поа apenas em x = 1. Pelo teorema 2, fé integrável em | — 1, 3]. 
E EMPLO 3. Verifique se 


——— ҙе 1 = 001] 
aene 
2 sel=1=3 


FA 


' integrável em [— 1, 3]. 
Solucáo 


| ño, pois f não é limitada em | — p.p 


; 1. A função dada é integrável? Justifique. 





= -lErx=2 
а) fix) 1 + х? X 
Бу [(ху=е ".0mxx4 
"9 x^ эмю—2=х<] 
Б ЕК AS 


се | = х = 2 
A 


Т ѕех= 0 
X 


se x= 
A no зе кж! 
=ü 
жымы Г E 22 
ТГ 
е-іІкү0 
g) fix) = se x =0 
seOc xl 
se lrl=1,xx0 
A тее арза 
se x=0 


Funções Integráveis 7 


fé limitada em [=1, 3], pois, para todo x em [—1, 3), О = f (x) = 2; além disso, fé descon- 


4 - еее _ г => ——— 
a L? т —————————————————————— 
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FUNCAO DADA POR INTEGRAL 


2.1. CÁLCULO DE INTEGRAL DE FUNCAO LIMITADA E 
DESCONTÍNUA EM UM NÚMERO FINITO DE PONTOS 


O teorema que vamos enunciar e demonstrar a seguir conta-nos que se f e e forem inie- 
gráveis em (а, b] e se f (x) for diferente de р(х) em apenas um número finito de pontos, en- 


Ido suas integrais serão tgudis. 


Teorema. Sejam fe e integráveis em |а, 5] e tais que f (x) + р(х) em apenas um 
número finito de pontos. Entào 


[ro dx= Гео dx. 





Demonstracdo 


hix) = 200 — fio é integrável em Га, b] e (x) = O, exceto em um número finito de pontos, 


Como 


Hn 
lim htc Ах; 
TP? (ci) | 


independe da escolha dos cj. resulta que tal limite é zero, pois, para cada partição P de (а, 
b]. podemos escolher c; em [x; - p x;] Ё = 1, 2. .... п de modo que A(c;) = 0. Assim 


b H 
f лоо а = іт У kepAy=0 


máx Ах. — 0 ' 
І к=] 


оп seja, 


Fisco - f(x) dx =0 









F (х) == 2 


D 
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[ro dx = [коо dx. m 


Б. Я 
ХЕ PLO 1. Calcule jh fix) dx 


Lr 


х2 se О = х =] 


= е dem 
X 





é integrável em [0,2], pois é limitada e descontinua em apenas x = 1, Temos 


+ 


[10 dx = [ fix) dx + jio dx. 


E 


E m [0, 1], f(x) = x?: logo, 


[юа f dr s 


2m [1, 2], f (x) difere de E em apenas x = 1; daí 
T E 


2 Ў 22 2 
= [2 = [2х р 22102. 
[ло а | -а-|2т,|-21 


M Күс... 
ЖАПО 
ER. > т 


Da - 


| E x 


Г 2 1 
NC C dx ==+ 2 10 2. 
4 [| f(x) 3 


E x 
XEMPLO 2. Calcule j^ f (D dt, x = 0, onde 


3 us 
E СЫ 


{2 — s rtl. 
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Solução 


Para todo x = 0, fé integrável em (0, x], pois, neste intervalo, fé limitada e descontínua no 
máximo em um ponto. Temos 
X 
| tdi se шкі 
X Q 
Í f (t) dr = 
Ü 1 x 
[е] (02 ldt se x1 






fn 


чт шш muc o а 





Como 
x 3 У 3 
[а= 2 • | A E E Татар DEC 
3 i 3 3 
segue quë 
Т 
== se О = х |] 
x 2 
FIN di = 
1 x) 5 
gv c Ehe. se x] 
ou seja, 
Г: 
=> se О = х=] 
X 2 
[гоа = 
0 3 
PI deri ue d 
3 
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| Sejam X1. хэ...-› Es p pontos do intervalo |а, b] e seja fuma função definida em todos os 
5ntos de (а, b], exceto em xj. Xs. .... Yy Suponhamos f limitada e continua em todos os 
ntos de seu domínio. Pela definicáo de integral. nào tem sentido falar na integral de fem 


2. b], pois f nào está definida em todos os pontos de la, В]. Entretanto, a fungáo g definida 
em la, b] e dada por 


fix) se Ela. x. eos gl 
so | 


Ін, ED e E E Лр 


пае my, тту, ..., m, são números escolhidos arbitrariamente, é integrável em |а, b] e o valor 
а integral independe da escolha dos m;. Nada mais natural, entáo, do que definir a integral 


le f em |a. b] por 


[ro dx = [ко dx. 


Ў 2 
EXEMPLO 3. Calcule i f G0 dx onde 


— se |l<x<2. 


2 І 3-1 i E 3 
= 3 — dx = = +| -| =, 
ІШІ n x ax+ | 3 dx P | - 3 


E. | | | 1-22 
¿XEMPLO 4. | E dx não existe no sentido de Riemann, pois — ado é limitada em 
j D X X 


0.1. 
Ехе rcícios 2.1 
+ 1 Calcule 


LU 2 s й=д<] 
Fr. 2 

P a) | Ух) de onde ілу 
m | 

— её lzr1=2 
Ж 


Ip 


| sc -T-l=x=<0 


Ж 3 
p- » f үх) ах onde f(x)-4x? se О<х<2 
E ai: O se 2=1=<3 


x? е es] Е 














34^ Xo tuse де Colono Valid 


3 Lm re ay 
о | f(x) dr onde LEE 
ы 5 se r=] 
se lul=] 


и sc lell 


І 
2 -— 
а) |. giu) du onde g(u)— іу 


[od 


. Calcule 


л | se б= I 
а) |, fit) dr. onde гю lt ST 


sc —]ж= у=] 


x yg 
b) [. [шуа ande ао ыш 


A _ Ir? se -іліжі 
с) | fi dr onde no-t Macs 

" 1 se 0=:<1l1 
d | fi) dr onde f(1)=42 se l=1=2 

2 3 se 1-2 





2.2. FUNCAO DADA POR UMA INTEGRAL 


Seja fuma função definida num intervalo / e integrável em todo intervalo [c, d] contido 


X 
em F, Seja a um número fixo pertencente a J. Para todo x em /, a integral | f) dí existe; 
a 


podemos, entáo, considerar a fungáo F definida em / e dada por 


o Ride p FO dt. 


Nosso objetivo é estudar a F com relagáo а continuidade e derivabilidade. Na Sec. 2.4, 
estudaremos (Т) supondo f contínua ет Е, provaremos que, neste caso, F é derivável emi e 
que Е" (ху = f (x) para todo x € I. Na Seq. 2.5, estudaremos (Т) supondo apenas que f seja 
integrável em todo intervalo [c, d] C fe, portanto, não necessariamente contínua em F. Pro- 
varemos, então. que mesmo neste caso а F será contínua em Г; provaremos, ainda, que Р 
será derivável em todos os pontos em que f for contínua e se p for um ponto de continuidade 
de f, então F' (p) = fp). 

Observe que, tendo em vista o que dissemos acima, o gráfico de F nào pode apresentar 
salto. Portanto, se você estiver esboçando o gráfico de uma função dada por uma integral е 
se о seu gráfico apresentar salto, apague e comece de novo! 


“Função Dada por Integral ІЗ 


| X 
PLO 1. Esboce o gráfico de Р(х) = | FU) dt onde 


l se Qr —2 
PES 
2 sé Fm 







olu wr, 
Om E definida para todo x= 0. Temos 
E 
| X 
| | di "EE TI 
ü 


Ғ(ху- 
2 X 
[14 [24 se x2 
n 2 





E. X Ж 2 X 
Ж [ fe dio [ Іш sem x2 [гоа | га + | 2 drsex2 
b 0 ü ü ü 2 


ЕКІ. se О= х= 2 
ғоз- {5,3 se x2 


Observe que F é contínua e que F' (x) = f(x) em todo x + 2. 
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EXEMPLO 2. Esboce o gráfico da fungáo | b. | : E 
1PLO 3. Considere a função F (x) = | fi dt onde f (0 = rs + 9. 


. 


X 1 s -larel E Г 
Fix) = fin di onde БІТ? == le rmi 1 o domínio de F. 
| l se rel E. s a que Fº (x) = f (x) para todo x => 0. 


A 5 

Solução - қ йо А 
F. i idades 1 e x; logo. | FG) dt existe 

O domínio de F é o intervalo [—1, + =|. Temos: E 0. f será continua no intervalo de extremidades go. | para 

E Р "E | 

> 0. Sex € 0, a integral | Fii dt não existe, pois f nào é limitada em |0, 11. O domi- 

гаре д іі Ы 1 


Т; é, então, o intervalo JO, +=. 


X 
Fix)- | dis 


1 x “Н 
f + | 2dr se x1 E. _ Г 1 cce Mm 
0 | [0 = | 7 


E F (3) = [mi] =Inx 


om 


pue que F' (0 = - = f(x) x» 0. 


ГЕ 


ЛЕ 
is 22 ———————————=——===——======= 





f Esboce o gráfico da função F dada por 





E 2 se б=г=1 


B. 
AM " 
A Ж 1 1 а Tx) — [ fin dr onde fin = 
| га) а = | |l dt ве —} xxl [оа | па + [2dr er> i. CR [xm] 
0 0 р 0 l E ! 
tb) Р(х) = ГІ di 
X se =lz=x=] X se -larl n ; 
Ех) = = E. | ? se (x 
EN Bo Р(ху= гуй onde fit) = 
1 [2r]! se x>1 E Se e = d Ви fro ft TE 


ы. 
SUAE 
D. 


E С Әзегеі 
d) FG) = | f dt onde f = 


EF Ў 


| se 21 


Өк: e 


ШИ" Т px | Ê se -2жшізеі) 
е E Fi dr onde [у= 


e^ se t>0 


In zm 1 


ñ 


se Iul 


hn * 

Кел = E Fin di onde }( = | 
D. fs 2 
| кс) = Le i gr 
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г se tel 
2. SejaF (x) — | fü) dí onde fin = 

M 2 se t=1 
a) Esboce o gráfico de F. 


b) Calcule E (x). 


3. Determine o domínio da função F 
En | А x 1 
а) кх) = | — Ad 5) Foi = | —— 4 
2 мал. ИЕ 5 


di 








ci d) Ft = | = 


қ т 
с) К{ху= | 
0 13 neu 


E -4 


? ge rzi 


І 
4. Seja ғо = |, Fé) dr onde po= [3 se sz 
! 


a) Verifique que F' (x) = f (x) em todo x em que f for contínua. 


h) F é derivivel em х = 1? 


1 se Æl 


LA 


ea PLANA |n fi dt onde für) = 


2 se 1=1. 


a) Verifique que F' (x) = f(x) em todo x em que ffor contínua. 
b) F é derivável em x = V? Em caso afirmativo, calcule F' (1) e compare com f (1). 


2 җе tom 


X 
Р E zl] 
6. Seja Fix} |, fü dr onde fl) É se rx. 
t 


Verifique que Р” (x) = f(x) para todo x. 


MEN EZZ5EE aee corra a 


2.3. TEOREMA DO VALOR MÉDIO PARA INTEGRAL 


No próximo parágrafo, vamos enunciar e demonstrar o 2.º teorema fundamental do cálcu- 
lo. Para tal, vamos precisar do teorema do valor médio ou teorema da média para integral 





rá pelo menos um c em ja. 5] tal que 





b 
Гғоза- feo - a) 








Teorema (do valor médio para integral). Зе f for continua em |а, b]. então existi- 
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"9 
Ei 












Ш . ... 
E E 
РЗ 


E. 


ш {пша em Га, b], pelo teorema de Weierstrass, f assume em [a, b] valor má- 


г 
E A 


lor mínimo. Sejam M o valor máximo e m o valor mínimo de f em la, b]. Assim, 
xem [а, b]. 


m sz f(x) = M 


[^ dx = [го ах = [mas 


b 
mib- а) = | FG dx = МОБ — а) 


y tanto, 


er puc 
SE A NY 
| MIES 
т sk n = M 
МЕК 
b 
3 | feo а | 
$ este modo, 24 é um número entre o menor e o maior valor de fem la, b]: pelo 
Ж =й 


: orem a do valor intermediário, existe c em [a, Б] tal que 


Pro dx 


Ri LE Ee ЕЕ 


b 
[оа офа в 


Int rpretação Geométrica do Teorema do Valor Médio para Integra! 
А | b А 

t Suponhamos f continua em (а, 5] e f (x) = О em (а, Б]. Assim, | f(x) dx é a área do 
E n | 
Fonjunto A limitado pelas retas x = a, x = b, pelo eixo Ox e pelo gráfico de y = / 00). O 


eorema do valor médio conta-nos, então, que existe c em ja, 5] tal que a área do retángulo 
le base b — a e altura f (c) é igual à área de А. 
















p Função Dada por Integral 19 
18 От Curso de Cálculo — Vol II E 
NE 


E. ;ntínuas em [а, b], com f (x) = О em ja, b]. Prove que зала ш 


E 
E. 


Б | h 
[reo geo ds c ato | 1004 
A 


8 


GEMA FUNDAMENTAL DO CÁLCULO. 
ТЕКСТА DE PRIMITIVAS 


MH 
ЕДИ 


на no intervalo / e seja a um ponto 





em 1. Como estamos supondo f continua 


3 TuS 1, a integral [7 (ғ) ат existe: podemos, entáo, considerar а função F 
ч ПА = Й ДЫ й 


ЭЛЕК 


Antes de encerrar a seção, vamos destacar uma outra propriedade que será utilizada па 
demonstração do 2.* teorema fundamental do cálculo, 

Seja f integrável em |а, 5] e seja c € Ja, Ы. Vimos na Sec. 11.4 (Vol. 1) que se f for 
integrável em |а, c] e em (с, Б], então 


n le dada por 
2-3 E 
roe | f) di. 


- AN seguir que à F acima é uma primitiva de fem I, isto е, F (x) = fix) E 
MENO que segue, referir-nos-emos à este resultado como 2." reorema fundamenta 
simplesmente, teorema fundamental do cálculo. 


J fend - frena s [ren ax 


Pois bem, na próxima segáo, vamos precisar da seguinte propriedade, cuja demonstra- 
ção deixamos а seu cargo: “Se f for integrável em todo intervalo fechado contido em /, então 


pola O dudo cálculo). Seja f definida e contínua no intervalo Ге se ДЕ 


[ғ (x) dx = fs (x) dy + fs (х) ах as condições, a função F dada por 


quaisquer que sejam а, Be y no intervalo L” 


Е(х) = [soda хет 


Exercicios 2.3 primitiva de f em Г, isto é, F' (x) = f (x) para todo x em Г, 


b 

I. Suponha f (x) = Ое contínua em |а, 5]. Prove que | f GO) dx > В. | 
rr] 

provar que, para todo x em /, 


b 
2. Suponha f(x) = Ое contínua em |а, b]. Prove que se | f(x) dx = 0, entño f(x) = 0, para todo 
т 


Era FOU Lec 
zx [a bl. h 


F (ts lim 
A od 


3. Suponha f (x) = De integrável em |а, В]. A afirmação 


Fx + h)- fo» 2 
DRE о т 


à 
5 
гы 
UM 
E 
A 





xh X xh 
р FLO dx = 0 2» f(x) = бет la, b] [ J ft а | гда й f f) dt 





enm 


е falsa ou verdadeira? Justifique. 


| : i i із tre x e x + htal que 
4. Suponha f continua em |а, Б], Prove а do valor médio para integrals existe c en Ч 


b x+h TE (c) А 
ГР ах = 0 of) = Oem la b). f fit dr — fic) п. 








20 Um Curso de Cálculo — Vol. Н Ғипсао Dada por Integral 


Assim, 


Fix + h) — Р(х} 


Т = fic) 







LO sen /2 а) sen u^. 
du 0 


Tendo em vista a continuidade de fem / e observando que c tende a x quando А tende a Zero 
resulta 


E: E 
0 3. Calcule С” (x) = | ГЕНІ 


Ef - | 


. Fixth- F 
A m ES CJ — rea). E 


— ü h 


Observe que o teorema fundamental do cálculo garante-nos que toda função contínua 
em um intervalo admite, neste intervalo, uma primitiva e, além disso, exibe-nos, ainda, uma 
primitiva. 


x 03 
бо) = Ft?) onde P (o = | pun 


3 
GU m aure Ее т 


X 3 
EXEMPLO 1. Seja F (x) — | TE a dt. Calcule F' (0). 


Solução 
Gx 

: | 3 E rT 

Observe que o domínio de F é IR, pois, f (1) = ques é contínua em IR. Pelo teorema fun- 


damental do cálculo ai 1bém, calcular G’ (x) da seguinte forma: 


G {x)= ; a onde и = x^; 
1 І 


F (х) = 1 ШЫП E 


OU seja, 














dG _ d | 3 E du 3 a 
Е‘ (ху = 3 ах ніл I++! de 1-44 | 
(х) ; 
+ х 
Na notação de Leibniz 6 
X 
G' = А 
$e l+ xÊ 





E E 
po (x) sendo H (x) PEUT: 

i 

a {1 


d u 
EXEMPLO 2. Calcule EF | І sen 1? dr | 


Solução 


Es 
ага todo x, 


Seja f (4) = sen 1º, Temos: 


JA 
т 
S 5 ^ 
d 





ко) | 
== | | С) аг |= Иш ED 3 VERE NE 
du | Ну = |, 1+1“ й + | 1+1 т 
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zi 
£ і к. > 
АЖ; é contínua em ІН, tomando-se um número real qualquer, por exemplo 
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ілі 
a? 3 еп Ж 3 
= c -[ —— di 
н) [ TNT CES 
dai 
Н а c tuna 
1+ (х3) 1 + (sen x)? 
ou seja, 
2 
Hopes Б”. жайық 





I+ ql? ] + sent x- 


1+¿ 





Uma outra forma para se obter H’ (x) é a seguinte: como f(r) = 
ІН, f admite uma primitiva F; assim 





ж 1 
Н (ху = —— di == TPI 
(x) TR ] 4 17 | ; Men y 
ou seja, 
Н (x) = F (x!) — F (sen x) 
dat 
H' (x) = Е" (x^) 3r? — F' (sen x) cos x. 
Como 
PU 
ч) 1+{% 
segue 
9х2 3 COS x 


H'(x)— -= — -c 
1 + al? 1 + sen? x 


EXEMPLO 5. Suponha f (1) contínua em | =". r] ir > 0) e considere a função 


X 
Pr |, find. xE[—r r]. 


Prove que se f for uma função par, então F será impar. 


é contínua em ` 
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Ж se é de que f é contínua em |-ғ rJ e f(t) = f (7 n em [—г, r]. Queremos 














IE 


г. | Е(—ху= -F w em [r rl. 


E | Я fit dt e fé contínua em |-ғ, r], pelo teorema fundamental do cálculo 
P Jo 

k Ё' (ху = f em [—r.rl. 
: it Т 


1 [Fiol = Filo! = Е (х) 


ГЕСЕ = pias pos?" = E 
» pa todo x em [—7. г], 


[Еул а безі DO TIC TOSS 


КАРА ndi 
iste uma constante k tal que, para todo x em |-ғ г], F (x) + F (х) = k. Mas 


"D 
| f£) dr = (Ое, assim, k = F (0) + F(—0) = 0. Portanto, F (x) + F(—x) = 0ou 
ТЭР (x), para todo x € [—г, г]. 








ТЫҒЫ 
2 


cule F ' (x) sendo F dada por 

X x 3; 

(o = | dr 
bo 21410 


Br 2 
х) cos Р di 





Ьу Fix) = | sen (^ di 


r 
d) ғоз- | sen 1^ dt 
| 


O т 


E ii 5 
ex) = | cos [? di "on vpn 
A ü TE e: 


13 
La 


3 5 х 5 
iix) = x? Г BO ds Бу Fíx)— | үзе ds 
E: [ 
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І X T 
i) Fo) | arc tg rt di Я p Е(х) = Í (xie г d 


X 


PE ж Ar 
. Suponha f (1) = Фе continua cm IR. Estude а função F (x) = | FG) dr com relação a eres- 
1 


cimento e decrescimento. 


. Determine uma função q IR — IR. contínua, tal que para todo x 


plx)= | + | Un) dt. 


. Suponha f continua em [= r. r] r > буе considere a funcio 





Fus J 9 dir. E 
#1 E 4 E 
түе que F (1) = "t rz. 
Prove que se f for uma função impar, então F será uma função par. E 

| Qual é, então, a interpretação para o parâmetro г que ocorre em ch 1? Compare com o pará- 
‚ Suponha f contínua em IR e periódica com periodo р. isto é f(x) = fix + p) para todo x. metro t que ocorre em cos /. 
Prove que a fungáo E 


JN AO DADA POR UMA INTEGRAL: 


х + 
LS | fo de. ER ; 
x ONTINUIDADE E DERIVABILIDADE , 


15ecáo vamos estudar, com relação a continuidade e derivabilidade, à função 


T 


é constante. Interprete graficamente, 


і к A 
. Calcule | Fix) dx onde Fix) = | e dt. (Sugestão: integre por partes.) Ва [ fid, AER 

b | a 
É suposta integrável em todo intervalo fechado contido em 7 e, portanto, não neces- 
E М ; te contínua em /. 
, Calcule | Gí(x) dx onde Cixi = | sen 1^ df. К 

i} т 








na 1. Seja f integrável em qualquer intervalo fechado contido no intervalo / 


‚ As funções cosseno hiperbólico с seno hiperbólico, que se indicam, respectivamente, por ch ү 
4 um ponto fixo de J, Então a função dada por 


e sh, são dadas por 


X 
aS pls Ро) = (Гоа, хет. 
ch i= с č к= а 


a) Verifique que para todo r, (ch тү = ht 
b) Verifique que, para todo г, o ponto (ей, 1. ah г) pertence ao ramo da hipérbole х2 — х2 = 1 


contido no semiplano x > 0, à Eus 
€ F; existe um intervalo (а, [3] С / tal que a, p € (а, B] e se p nào for extremo de /. 


(отаг æ e B de modo que p € |а, ВІ. Como fé limitada em |а. B], pois é integrável 
Ге п existe M > O tal que |/ (1) | = M em [e B]. Para todo x em Га, B] temos 


3 


c) Sendo F {г} a área da região hachurada mostre que 


E l vhr гз Е РА A 
ки) - eh 417 — 1 dx рага! = 0. Calcule Fº (4). Ғоз- ғоз- [ ro a - | уа) а= [ fo А 
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De -M = f (1) ж М, para todo г € Га, В]. segue que, para todo x Є [a, В], 


-М(х- р) ж roa = Mx — ру,вех >р, TIT руз F(x) — Pip) Mp) ta > Dl 
F 


DTP 


i 
-М(х = p fro drm Mr - X) se x = p. im CIO E ДОА ыа x 


х р Aoc 
Pelo teorema do confronto, 


(өсе о caso em que p é extremo de /. ш 
lim Ғіху)- Fíp) m 


д-эр 





Teorema 2. Sejamfe F (x) = | Fiti di como no teorema l. Nestas condições, se 


f for contínua em p € J, entào F será derivável em p e F (p) = f (p). 


Demonstração 


Seja p € / e suponhamos que p não seja extremo de /. Vamos provar que se f for conti- 
nua em p entao 


Eu ы л Ren dU AG ар ч 


х р Ар 


que equivale а 


Einen йі 


к-п до 


= fip. 
Temos 


O ғғ гоор [rod [roa piro rona 


Sendo f contínua em p, dado e > O existe 8 > 0, com |р — бр + ер Ef, tal que 
оре ОС) Е 


Чаї, para todo x em jp — & p Ді. 


(2) -elx- ple ріл оа < els — pl. 
np 
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E. = eim do cilindro de altura Ах; e base de гаю f (сұ) (cilindro de “dentro”) 
A “= volume do cilindro de altura Ax; e raio de base f (с) (cilindro de "fora"). 
lefi E н о para o volume V de B deverá implicar 


3 


MAIS ALGUMAS APLICAÇÕES 1 | 
DA INTEGRAL. poe JË a sio dx nada mas str. endo doque dei 


COORDENADAS POLARES | F^ 


: LO 1. Calcule o volume do sólido obtido pela rotagáo, em torno do eixo x, do con- 
odos (x, y) tais que x? + у = r, у =0(r>0) 





л [f (c; Ax; = volume V = У л [P Go] Ах, 


i=] 


9 io P de [а, b]. Para máx Ах; — O, as somas de Riemann que comparecem 


D 


sr „у = 0, é um semicírculo de raio r. Pela rotação deste semicírculo, em torno do 
obtemos uma esfera de raio ғ. Temos 


2 
F —— 
volume = | Е г? - к? | dx 
zm og 
E 
= 2 С 
|, (г } 


E | a 
^ =? Es zoe 
3 3 


3.1. VOLUME DE SÓLIDO OBTIDO PELA ROTAÇÃO, EM TORNO 
DO EIXO x, DE UM CONJUNTO А 
Seja f continua em (е, b], com f (x) = Оет [а, 5]; seja В o conjunto obtido pela rotação, E 
em torno do eixo x, do conjunto А do plano limitado pelas retas x = a, x = b, pelo eixo xe 
pelo gráfico de у = f(x). Estamos interessados em definir o volume V de В. 


E». 
кы 


"LO 2. Calcule o volume do sólido obtido pela rotacáo, em torno do eixo Ox, do 


Je todo: (x, y) tais que 1 = у =: X, 1 = Д = 2: 
Ж X 





SejaP:a=xp Xx MT 0. Ex (CAS... X х„ = b uma partição de |а, b] e sejam, ` 


respectivamente, c;e c; pontos de mínimo e de máximo de fem {ху — |. xj]. Na figura aci- 





та, c; — x, ре c; = х. Temos: 


Ж: 
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Solução 


O que queremos é o volume do sólido obtido pela rotação, em torno do eixo x, do conjunta 
hachurado. O volume V pedido é igual a V; — V, onde V5 e V, são, respectivamente, og 
volumes obtidos pela rotação em torno do eixo Ox dos conjuntos Ay е A, hachurados. 





cp с = v= 2m LE (d = ob = a) 
du T e o comprimento da circunferência gerada pelo ponto P e (d — с) (Б — 


кеп (Observe que o resultado expresso neste exemplo continua váli- 
essões "semiplano y = 0” e "em torno do eixo x” forem substituídas, rës- 
nte, >, por “semiplano x = 0” e “em torno do eixo y^.) 


r E x 
) = 0 e contínua em la, b]; рага cada x em [a, Б], V (x) = т [| [Fil dt ¿o 

ma р 
о obtido pela rotação, em torno do eixo Ot, do conjunto hachurado. Pelo 





O próximo exemplo é um caso particular do Teorema de Papus (Papus de Alexandria. 
IV século d.C.) para volume de sólido obtido pela rotação, em torno de um eixo, de uma 
figura plana que nào intercepta o eixo. (Veja Exerc. 3 da Sec. 3.6.) 


EXEMPLO 3. Considere um retângulo situado no semiplano v = бе com um lado paralelo 
ао eixo x, Seja P a intersecção das diagonais. Mostre que o volume do sólido obtido pela 
rotação, em torno do eixo x, é igual ao produto da área do retângulo pelo comprimento da 
circunferência gerada, na rotação, pelo ponto Р. 





Solução i 
із: DUE 
ki cc 


Consideremos o retángulo Um А 
i E ГТ Баана ара i 2. = E 5 
з E d FE | |, ЕДІ! dt T LE (х)] 





а = х = р Е Dec=y=d 
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Т. 


г E 


Assim, à diferencial da função V = V (x) é 
dV = mf GOD. dx. 


OLUME DE SÓLIDO OBTIDO PELA КОТАСАО, 
ЕМ TORNO DO EIXO y, DE UM CONJUNTO А 


ilia f (x) > 0 e contínua em |а, b], com a > 0. Seja A о conjunto do plano de todos 
s (x, y) tais que a = х = beQ = y f(x) Seja B o conjunto obtido pela rotação, em 
eixo y, do conjunto A. Nosso objetivo, a seguir, é mostrar que é razoável tomar 
lume de B o número 


b 
v=27 | x fix)udx 





M Eo 


















jo. 
Eu EMT ULL IX S ee OCT b uma partição de la, b] e seja c; o 


T Fo? dx é um valor aproximado para a variação AV em V correspondente à variação dx em x, | 
iédio de [x; — 1. xil- 





Exercicios 3.1 





| Calcule o volume do sólido obtido pela rotação, em tomo do eixo x, do conjunto de todos os | 
pares (x, v) tais que 


P f 





а)1=х=3еб= уу, 


1 
Hoeren кек. 
2 х? 


1 = х= 460 = у= үх. 


252 + уг = 1еу =й. 
eyyzültrzztlci^- у? 1. 


= == — anm тшт A — S 

= = шыг == = = шын шыт === 

шыш — == — лш шыш шш == Е == 

— — —À— шшш мене --- i — шаша шаты 


fO0=x=le yx moy а 3, 


g)x* ұза қ, 





Мйжуүлхелі ty ER 
Hya х2ех + у= 2. 


dpa ár gulo xy рх Ex eO = y <= су). Pelo teorema de Papus para retángulo, 
pl=zx+yadey>0 


Jar с; ср) Ах, (Confira.) 


| 
h==y=lel=1=2 
x 
mo + (у — 2. = 1 
2. (Teorema de Papus рага a elipse). Considere o conjunto А de todos os pontos (x. y) tais que 


512% o m 
(х ud 7 шүр T 
а hb? 


Y 27 cj f (сі) Ах; 


i=l 


(а> 0 e Б> бу 


e situado no semiplano y = 0, Mostre que o volume do sólido obtido pela rotação, em tornó do - 
eixo x, do conjunto 4 é igual ao produto da área da elipse pelo comprimento da circunferénció 
gerada, na rotagáo, pelo centro (a, B) desta elipse. 


F rc cimado para o volume do sólido obtido pela rotação, em torno do eixo y, do 
"or outro lado, pelo fato de f ser contínua, tem-se 


3. Considere um triángulo isósceles situado no semiplano y = De com a base paralela ao eixo x. Mostre que , b n 





a i - a a г ыт = b 
o volume do sólido obtido pela rotação deste triángulo, em tomo do eixo x, é igual ao produto da área E lim Ea ка | dx 
deste triángulo pelo comprimento da circunferéncia gerada, na rotação, pelo baricentro do triángulo. E nd Ах, >0 27 c; f ij) Ax; = 2m E xfG) 

: | Е E е i=] 
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nux urso de CHO — А 


А (х) = то) 


i 
Logo, é razoável tomar (1) para volume de B. Veremos no Vol. 3 que esta nossa atitude 6 
correta. (Para uma prova de (1), num caso particular, veja Exercício 2 desta seção.) 


EXEMPLO, Calcule o volume do sólido obtido pela rotação, em torno do eixo y, do con. 
junto de todos (x, v) tais que 
О= х= 1е0= ух r. 
Solução 
2 


1 
v=2m | irc РЕЯ 
0 15 








Exercícios 3.2 
"Д 

air terseqüo do sólido com o plano perpendicular ao eixo x e passando pelo ponto 
T а x. Assim, o volume mencionado anteriormente pode ser colocado na forma 


volume — | A (x) dx 
= а 


agora, B um sólido qualquer, não necessariamente de revolução e seja Ox um eixo 

arbitrariamente. Suponhamos que o sólido esteja compreendido entre dois planos 
lares a Ox, que interceptam o eixo Ox em x = ae em x = b. Seja A (x) a área da 
Sólido com o plano perpendicular a Ox no ponto de abscissa х, Suponhamos 
Жо) seja integrável em (а, Б]. Definimos, então, o volume do sólido por 


volume = | А (x) dx 
її 


E . mE А e E 
e cule o volume do sólido cuja base € o semicírculo х2 + у= г, у= 0, е 
'5 perpendiculares ао eixo Ox são quadrados. 


І. Calcule a volume do sólido obtido pela rotação, em torno do eixo y, do conjunto de todos os 
(x, v) tais que j 


д) 1 = хее 0 = у= lna 
b)U xz 8e0 x vx Vx. 
eoizxes2eQ0myszi-l. 


П) 0 = x* sel ус sen x. 
HUSE leds yS arw igr 


Dilsrsdelsys Е 
giró = - ad y zm 0). 


Ох 2,у= ух 1 еб«ужА2, 


2. (Volume de sólido de revolução em torno de eixo y). Suponha f estritamente crescente e com 
derivada contínua ет [a, b], a = Ое fía) = 0. Seja y : [0, /(5)] — la, P] a função inversa de Ё 


a) Verifique que o volume do sólido obtido pela rotação, em torno do eixo у, do conjunto 
de men efie eme mulae Ta | le (9312 dy. 


4% 


Nul E 


Һ) Mostre que 







EL. AQ) 7 (Qr? — x3 yl. 
E ole Г а [La 
Ek p | 


fih b 
mh fiba ji IgG dy = 2m | x f(x)dx 


(Sugestáo: faça a mudança de variável y = f(x) e depois integre por partes). 


=F 


c) Сопсма que o volume mencionado em a É 





3.3. VOLUME DE UM SÓLIDO QUALQUER T 


b. quoc 


m Ameis, 


e A 
ri .. 


b J 
Vimos no parágrafo anterior que z | [ / GO. dx Ea fórmula que nos fornece o volume 
E EN 3 A 


до; sólido de revolução obtido pela rotação, em torno do eixo x, do conjunto A = {(х, to = 
IR^ 1a = x = b, 0 == y x f(x)]. Observe que 
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ys agora, estender o conceito de área para superfície obtida pela rotação, em torno 


ou seja 
Чо gráfico de uma função f. com derivada contínua e f (c) = O em [a, b]. 
3T 3 E 
F г 4ғ чт dic Yee 
шша: | а S Б Е a Б x о, Pia = xg € ху <) <... < x, = huma partição de fa, b] e c; = = 
0 Үй | 
dia do intervalo [x; _ 1+ Ху]. 

Exercícios 3.3 É: 








1. Calcule o volume do sólido cuja base é o semicirculo д? + ү? чс roy 0, e cujas secções рег- | a 
pendiculares ao eixo Ox são triángulos equiláteros. | 


2. Calcule o volume do sólido cuja base é a região 4х2 + y^ = 1 e cujas secções perpendiculares 
ao eixo Ox são semicirculos, i 





Е Fa 


= 
І 
D 
e 
м 


3. Calcule o volume do sólido cuja base é o quadrado de vértices (0, 0), (1, 1). (0, 1) е (1,0) e cujas + 


secções perpendiculares ao eixo Ox são triángulos isósceles de altura x — 4%, E. ш (с) = tg œ; o segmento M; — M; é tangente ao gráfico de fno ponto (c; f lep) 


4. Calcule o volume do sólido cuja base é um triángulo equilátero de lado fe cujas secções perpen- | F 
diculares a um dos lados são quadrados, 


2 


ІЗ у ди 


mM = = sec o; | Aj = 1 LP (с? An 
[сов el 





a superfície gerada pela rotação, em torno do eixo x, do segmento M; — | M; (observe 
superfície nada mais é do que a superfície lateral de um tronco de cone de geratriz 


є: 


3.4. ÁREA DE SUPERFÍCIE DE REVOLUÇÃO 


Sabe-se da geometria que a área lateral de um tronco de cone circular reto, de geratriz g, : 
raio da base maior R e raio da base menor ғ; é igual à área do trapézio de altura g, base maior 
SEDENT 200 Im f (0 M; AM; = 2т fe) VEU СОР Ах; 
for suficientemente pequeno esta área será uma boa aproximação para a “área” da su- 
gerada pela rotação, em torno do eixo x, do trecho do gráfico entre as retas x = x; | 


a fu ão 2a f(x) RES é contínua em [a, bl, teremos 





p. ——— h pe m 
lim — 2, 27 [ cO) ІР УР Ах = J, 27/0 ү! «ur cop a. 


i=] 


imós a área da superfície obtida pela rotação do gráfico def, em torno do eixo x. por 


área lateral do tronco = m (R + r)g 


Sendo 5 o ponto médio do segmento PQ, 


h s 
27 І Боза L£' (е dx 





R+r 





, daí п(А + r)g—Zmsg. 


mm 


área lateral do tronco de cone = 2 5 g 


Observe que a área da superfície gerada pela rotação da geratriz, em torno do сіхо РО. © 
igual ao produto do comprimento g desta geratriz pelo comprimento 23r da circunferência | 
gerada pelo ponto médio da geratriz, Este resultado é um caso particular do Teorema de 
Papus para superficies de revolução. (Veja Exercício 9 da Sec. 3.5.) 


LO, Calcule a área da superfície gerada pela rotação, em torno do eixo x, do grá- 
= senx, 0 = х= т. 


90] 


E 


ЖА A 
|, sen x 41 + cos? x dx = cos x; du = —sen x dx 


oru sul 
mu=-l. 
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һы; outra motivação para tal definição? (Sugestão: aproveite a motivação рага a defi- 
de área de superfície de revolução.) 

€ o: comprimento do gráfico da função dada. 

PANA i 


Eg — 2 RE xs К. К> 0 


= эт] JU a? (C7 du) 


и = tg 0; du = sec? 0 de 


1 m 
- 2s | Л + a? du 





TT 
= 2т |5, sec? 646 


Integrando por partes: 


т 
| sec^ B de = | кес? Ü secó de = г seca |° = B [secó 0 — зес0|48. Daí A EM COORDENADAS POLARES 
4 4 E 


т 
т 4 
x plano um semi-eixo Ox (tal semi-eixo denomina-se eixo polar e o ponto O, pólo) 


т 


= 4 
2 [*, sec? odi 24 + no Ж 


А ЖЕ. 


4 
ош seja, 
TT 


E sec? 8 d8 — 42 +In(v2 + D. Р do plano fica determinado por suas coordenadas polares (8, p), onde Ө ёа 
Er; | E dianos do ángulo entre o segmento OP c o cixo polar (tal ángulo sendo conta- 
0 eixo polar) e p o comprimento de OP; assim p=0. 

: Че armos no plano um sistema ortogonal de coordenadas cartesianas (o habitu- 
a origem coincide com o pólo e o semi-eixo Ox com o eixo polar e se (6, p) fo- 
гаеп adas polares de P, епїйо as suas coordenadas cartesianas вегйо dadas por 


Portanto, área = 2« (42 + In (42 + DI. 





Exercicios 3.4 
1. Calcule a área da superficie gerada pela rotação, em torno do eixo x, do gráfico da função dada. 


e Tog 
Қ cM 


Boa = VR a, -К= х= К(Е D) 


І 
ст хаа " 


дүү = Мх, [= х= 4. 
2. Seja f com derivada contínua em [л, b] eseja P: a — xg хр om xs ©... € x, = buma partição 
de [a. b]. Indique por L (P) o comprimento da poligonal de vértices (xp, f G3). Cry fne e 
lam OE 
a) Verifique que 
ccc 
lim — LP)- | ql -Г ар ах 
ER] 


ТІРЕЗ dr, — И 


by Defina comprimento do gráfico da função de f. 
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9. Um ponto P desloca-se no plano de modo que a relação entre suas co- 
solares é dada por p = 6,0 = 8 = 27. Desenhe o lugar geométrico descrito 


Até agora, destacamos p como um número positivo. Entretanto, para as aplicações é тт. 
portante que p possa assumir. também, valores negativos, Vejamos como interpretar (B, p) 
no caso р < 0: 






p<0 







yLl------ ato cos 8, p sen 8) 
a cos B, sen 6): 





di 





1 
І 
1 
| 
l (cos O, sen 8) 
І 

І 


1 
1 
1 
1 ^ 
І 
| 
| 
| 
l 


p 
{p соз é, р sen 8) Е----------- 





Se р 0, (0. p) ¿o simétrico, em relação ao pólo, do ponto (8, — p). D 
O 3. Desenhe a curva cuja equação, em coordenadas polares, é p = sen @ 0 = 8 = т. 


Adis Ata, —p) 5 
A ÉL АЕА 
e 
^ 
е ) 8 
ж 
ж 
^ 
^ 
д 
(8, p) 


EXEMPLO 1. Represente no plano o ponto (4, p) onde 





т 
а) 6 = Оер = 1 вд = 0ер= -i ейн ырш 

T т 5 a 
а pup а ; 
Solução 


ara p = 0 


р = sen бер” = psen 0«» x? + y? = у. 


5 | | 
Y = 0é a equação de uma circunferência de centro fo. 214 raio a Deste modo, 


Js 0 = л, 6, em coordenadas polares, a equação de tal circunferência. 





: 4. Desenhe o lugar geométrico de equação (ет coordenadas polares) p = l= 
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Solução E 


8 





жән — ыы тәтесі сс cp V 










гюч saul © 
tó | = 


irs 


A de 1 а `T, p permanece negativo. 


ты 
ч 





3 w| 


3 6 Desenhe o lugar geométrico descrito por um ponto P que se desloca no pla- 
3 E 


Бекі т Е 
о que a relação entre suas coordenadas polares é p = itg Й, Ec < 9 < no 
ДШ; 


NI. 
cl E 
Vul Қадыр 


E. Я т T 
“primeiro, о que acontece para & variando de О а —. Quando Ө—> —, p— + =. 
; 2 


n- 
Esta curva denomina-se cardidide. зде P sobre o eixo polar tem abscissa 


х 


EXEMPLO 5. Desenhe a curva cuja equação, em coordenadas polares, é p = cos 28, x = peos 0 = tg 8 cos 0 = sen 8. 


indc 0 — 29 а projeção de P sobre o eixo polar tende para o ponto de abs- 


Solução 


E TF RE 2 y 
Echo da curva correspondente a em |} 2 o] é simétrico, em relação ao eixo 
ПЕ 

"m 








0 | e ic correspondente a 8 em [o a. 
Epa E 
8 2 o 
VE if 
4 
a 402 
ROG ; 
| ж Ты 
4 
ы. | эм 
2 
зт | ya 
8 2 





tivo, a seguir, é estabelecer uma fórmula para o cálculo de área de região li- 
Уаз dadas em coordenadas polares. 


“г 
E 
a 


Veja como fica o trecho da curva acima para & variando de O a =. 
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Ж < 6| X... < @ „= € x 0, = B uma partição de (а, B]. Sejam 


"T : E Ы ) е ; 
ш шшш возеа саире LIEN de USD а ынаа а 2 q (8) os valores mínimo e máximo de p em 18; _ p 87]. Pelo que vimos anterior- 


AB. Esta área se determina por urna regra de trés simples: da parte do conjunto А compreendida entre as retas 0 — Q ,e 0 = 0; está 


A “entre as áreas dos setores circulares de abertura 46, е raios p ye р(®). 
nã Trazo ivel para a área de А deverá implicar, para toda partição P de [a Bl, 


„ы 
тт 


Za rd — área AR” 
Аб rd— ? 


HE. n n al Š 
1 (8 Y ғр. Ав; 
№ У, FIA? Аб; < irea A = 2, 7 (000 36; 


i=l 


Mj > 0, as somas de Riemann acima tendem para a integral | 3 p^ d0. Nada 


E: então, do que definir a área de À por 





Consideremos. agora, a função p = p (8) contínua e = Oem [8, _ |. 8. Seja А; o conjun- 
to de todos os pontos (0, p). com 8; _ |= 0 = 8; e 0 x p pit. қ 


LO 1. Calcule a área da regiáo limitada pela cardióide p= 1 — cos 8. 


ir todo o conjunto, В deverá variar de O a 2r. 


10] 





= = u Ji 
Seja p = pi) o maior valor de рет |8; _ |, 8l e p = p(0;) o menor valor. А área do? 
conjunto А, está, então, compreendida entre as áreas dos setores circulares de abertura Ай, 


е raios р(#;} e prop: 





КҮ: pp: Pe 
3 [e8] АӨ, = área А; = 7 ШІ ABD. A 
Consideremos, agora, a função p = p (8) contínua e = Оет [a, B], onde supomos p 
a = 23. Seja А o conjunto de todos os pontos do plano de coordenadas polares (0, р) satis- 
fazendo as condições а = й = Вей = p= p(0). 


E 2 2т 
= cos 8)? de = f "DIL — 2 cos 0 + cos? 8] d0 = 2r + | cos? 0 40 = 


А К: + 


іт 1 1 
=2 + | [у + 4 cos 20| do = 3n 
й 2 2 


Ж s E 
area do conjunto é e 


O 2..Calcule a área da interseção das regiões limitadas pelas curvas (coordena- 
Eo = 3cosdep= 1 + cos д 
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Solução 


Primeiro devemos determinar as intefsegóes das curvas, 
pP =J coso 


3 cos = 1 + cos B 





оп seja, E MN S 
) 
=> AND 
2 
Assim, B = = ей = – = resolvem o problema. Seja A, o conjunto de todos (0, ру co E 


0) == @ = 


E 


p= àcos 0. Temos, então: 


área pedida = 2 (área A, + área As). 











| 3 т 943 
área А => |? l + cos by 20 = — + 
ad 4 16 
DE т 9,3 
área А => [2 3 сов 8)? dà = ——— 
2-1 ( ) E T: 
3 
А : 57 
Conclusão; área pedida = сы, Veja figuras à seguir. 
Гл, Ру р = 3 с05 0 / A=] + cosd 
l й P A, 5 
i 
2 


EXEMPLO 3. Calcule a área da região limitada pela curva dada em coordenadas polares 


por p = 


Solução 
Indiquemos por A (0) a área da região hachurada. A área que queremos é; 


área = lim 4A(BH) 


й—> - 
2 


Temos 


A(O) = área A OPM — área Aj = 180 sen? o- te? 8 46. 


P е0 = p= | + cos de seja As o conjunto de todos (6, p) com a = = P 2% 


ig ОИ — o pela reta x = 1 (coordenadas cartesianas) е pelo eixo polar. 


Mais Algumas Aplicações da Integral. Coordenadas Polares 


` 










ч 
-— — -- ces ен жен — 








а” 
ceti IN 
^ 4 БН 


Ha 


1 (ө) 


OW [ te? Ө de. Temos 
E dO 
E B 0 
Е f tg? 0 40 = | (sec? 8 — Dde = [tg 8 — 8], = tg8 — 0. 
Е -0 0 
E a | | | ' 
— --- + =- — ig 9 (l -— sen? 99+ 6 
y- 7 te Өзеп? ü E 7 Е g 
| =- sen бсов0 3-6. 
E 2 2 


7" área= lim 
т 


Eon @ 3 


| і т 
= ;08-c--—0|--—-. 
| S ы ыды > | ч 


о: No triángulo OPM temos: 


ON = p cos @ = tg @ cos 0 = sen бе MP = p sen д = tg 0 sen 8. 


Pa curva dada (coordenadas polares). 


90-0 Бур = cos б 
ИРИС Фр = 2 
ES 2 2 "m 
mo = | Еее mm с æ 
Es. up 2 2 
N 30 Шақ | 
ES А. | + sen? 8 
ORE Pp=1-senf 
cos 4 Ө mp = 80=0< T (oz 0) 
T 1260 #< T (p 0) 0) p = cos 8 
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ri 
2. Passe a curva dada para coordenadas polares e desenhe-a. > уинн; 
4 4 E z уң улу pas NIU PA 
| vp оа Ne 
dira eg b) (х2 + у2у2 = 42 uM +ту+...+ тк Y 
i=l 


ә 3 DE 
cla” + Y c-r 4 x? + y diu E vy Es т^ m y 





























+. Calcule a área da região limitada pela curva dada (coordenadas polares). ntro de massa do sistema constituído pelas massas nm, nt» 


Ө 1, Determine o ce 


+ 
а)р = 2 – сох 0 Бур = cos dp =0) E pontos (x4. Yi) e (хә, уз), supondo m = my, = тіз. 
15 MUS * 
t)p = cos 2 8 di p = cos 38 ; E 
4. Calcule a área da intersecção das regiões limitadas pelas curvas dadas em coordenadas pol; E Б . 
п) p= 2— сол фер = 1 + соб h) p = зеп fe p= | — cos @ лт + хоту _ Xp t X2 
ceop-3ep-—2(í1 —cos 8) dp = cos бе рі = sen 8(p > 0) = тү + omo 2 
€) p = cos de p = sen 8 Dp-lep-21il — cos t ym + узт yty 


Ус n, T mao 2 


im 


. Calcule a área du conjunto de todos os pontos (8 pi tais que g = p 7 8 (coordenadas polares) 


TES 


lo; y,) é o ponto médio do segmento de extremidades (хү. уі) е Go. Уз). 
s vc zc 


localizadas em (xj, yj). 0, Ур) € 
com М, localizada no centro de 


Calcule a área da região situada no 1.7 quadrante, limitada acima pela eurva e y! = 2xy (cal 
ordenadas cartesianas) e abaixo por p^ = 2 sen 20 (coordenadas polares) com p = 0, 


> 


y? 


| A LO 2. Considere o sistema de massas My, fm». M3 


ЧАМ, = m, + m; e considere o sistema My e m. 


І tomando como ріс 


= 
u h^ і À М.т. É о mesmo que o de тү, n», Mg- 
е EXT LA tro de massa de М1. 
a origem e como eixo polar o semi-eixo Ox. тү» m». Verifique que o cen M 
x* ‚2 i Е | 
b) Escreva, em coordenadas polares, а equação da elipse E + => = À tomando como pólo E. 
| E j).o centro de massa de m, € m»: 


o foco F = (e, 0), c > 0, e como eixo polar a semi-reta FA onde А = (а, Oh e = 0. (Fagae - 


4 үну + ys nm 
© ер=а-ес) түтү + ximo AM JA TEES 
m, + тэ 


a i Mo х= 


m + отту 


8. Sejam у e Fs dois pontos distintos do plano e seia k a metade da distância de F .Q] : - 8 
Jam É € Fo dois po PO par Уг) o centro de massa de М), m3 


métrico dos pontos P do plano tais que PF, - PF, = k? denomina-se lemmiscata de focos F je Fo 3 





E^ a ХМ + хату A t wama AM 
Te Mi + ту my + то + т 


а) Tomando-se Ру = (— А, буе Fs = (k, 0), determine a equação, em coordenadas сапезїапа 
da lemniscata. 


Б) Passe para coordenadas polares a equação obtida no item е) tomando para pólo a origem €: 
| тү + xram 
xM, = SIM Му = xm + хуту 





Ох como eixo polar. Desenhe a curva. 3 
i т e ma 
_ JM + ymy | xm tym) tym... 
3.6. CENTRO DE MASSA © Mi tms mi + ту + тз 


Via 


à ў у == bts Hal 
osa seu cargo generalizar o resultado do Ex. 2. 
3 i : ¡do А do plano que será 
5, como determinar o centro de massa de uma гертао A ше заг 
Eu: lámina delgada, homogénea, de modo que a densidade superficial Ho 
ре massa por unidade de área). Suponhamos, inicialmente, que A possa ser Е 
m retângulos R$, Ro, .... Ry Seja m, a massa do retângulo Ку: m; é o iet PE 
d Re. Neste caso, definimos o centro de massa de А como sendo o centro 
Чет а тү, His. .... my, com m; localizada no centro de R; 


т 
E 


Consideremos um sistema de “massas pontuais” my, m», ..., т, localizadas nos pontos (х, 
УЬ a YD. e б, УҺ). O centro de massa do sistema é, por definição, o ponto (x. у} onde : 


"n 


> хүн 


Хр EH алану кышын. 1-1 
"| cu +.. + Mg 


T 
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Suponhamos, agora, А da forma 












А = (0, у) € I^ |a = х= b f(x) = y = 2 (а) 


- | 
| «sto f£ ода 


Wo 7 


onde fe g são supostas contínuas em (а, b]. ef) = g G)em a, b]. Seja P: a = б 4 3 
a 2 M 51 = b uma partição qualquer de [a, b] e seja c; o ponto médio de [к 4] ( = 
t Da каз. БЇ}, 


Һ 
5 | ieco+ f COM GO rena 


Ус area de A 






ina mente, que A possa ser decomposta em n regiões Aj. Az, ..-. А, onde 


(. (с) + n 
2 


КА, = [(х, EIR? |а,< х= b, fj Q0 = y & 00) 


| al as em [as bj] e f(x) = g; (х) em [а„ РД. Como você calcularia o centro de 
B 


1. Determine о centro de massa da figura А limitada pela reta y = 1 e pela 


A massa m; de R; é: m; = pla (c) — fica] Ax; O centro de massa da figura formada pelos 
retângulos Ry, Ry,.... К, É: те 


n " 








E | 
n 1 жЕ 2 

> срініс- fix; E [ete + Ке ресе) = fici] Av; " Lyra ii ы = 0 

a ЕЕ EC ED 

p она A NM CE 

= то с 2 plg(c)- Ге Ax; 5) Ож) nº) dx 3 

т [= | Тл сарша IA Н С. 
шы área де А 5 


Nada mais natural, entáo, do que tomar como centro de massa de A o ponto (x. v, ) onde р 3 
na ssa de A ёо ponto (o 2) 
Р y Є 
E ае) СОТА [хь (X ota 
a 


= 





22. Calcule o centro de massa do conjunta А = f(x, y) € IR? EE as y? s 4. 








п E | 0]. 
O Хебе) А к ыз o: E 
іш e А. 
E laginar A como uma lámina delgada, homogénea, com densidade superficial р = 1. 
"5 as massas de A, e A», respectivamente, teremos, por ser p = 1, 
Li | 3l 
A lise) f (c) Алу | 
Қ =] É y j 
DUM Ит n | = ! m, = área A, e m, = área As. 
| 2 [Eder Fei sg 
| pb 
5 [ tetos у colt co fold 
E к о | 
E уэ) os centros de massas de A, e Аҙ, respectivamente. O centro de massa 
Ош seja mão, o centro de massa do sistema mj, тә com as massas localizadas, respecti- 


E 1. у) е (хә. уә). Sendo, então, (x. y.) o centro de massa de А teremos 
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x, MET I, ^ ioi жиыла yim 
mj tom mi + тә 
Сото 
| — T 
4-х? - 41— x? ] dx MEL 2 
mu x? fia? ] маа 
área Aj EL. Ww | 1 
yes ТЕТЕ ст : =з i db: шша em (c; f (cj) ao gráfico de f; o comprimento deste segmen- 
área А árca А о 
| É = É Ax (veja Sec. 3.4); logo, sua massa m; €: m; = p 1 e (е; y Ах. O 
ыша i ) sis stema formado pelos segmentos P; р P; (i = L, 2, ..., n € o ponto 
E. 
| —— 10-22 2 -- EE. - 
Jtt 1л тасв | хуа а? e Mer (с? Ах, X HR (с? Ax, 
Mes = Y іт 
área А CI. ux ee S = 
2 жо т = 1 — BÀ E | e v + М 4 2 Ах; y EF г, c; MW? Ax 
ра г tural : | entáo, do que tomar para centro de massa do gráfico de f o ponto (x,. 
1 рза P a-enas EE oh ЖЖ екет 
у, = 2 J0 2 d] 2 24 І leed 
ido Prior a 
emos: М 
b pee 
área de A = 27, | Ро + Lor ах 
um "WI 
A 
R L А [ te ӘР a 
MTM dx = 5) Ju du ==: da 
AW NAME. E 
m | 1 
xl- x? dy 2—— | ==, E. 
| X 7 vu du 1 к ‚5 | | 
ҮІІ ОЕ dx é o comprimento do gráfico de f. 
Segue que 


api porta lante. O centro de massa do gráfico de f nào tem nenhuma obrigação de 
icc ode / 


) centro de massa да regiño A дайа, 
5yelR*[ozzel0sysx) 


B» € IR^ | х2 + 4 «1, 0e y 0) 
ПУ) € IR^| 32 + 42 = 1, y 7 0} 


Vejamos, a seguir, como determinar o centro de massa do gráfico de uma função, qué 
será imaginado como fio fino, homogéneo, de modo que a densidade linear p é consta 
(densidade linear É massa por unidade de comprimento). Seja f uma função definida e СОЙ 
derivada contínua em (а, b|. Seja P: = xy < хр x3 <<... E x, = b uma partição de 18 
bl e seja c; (à = 1. 2. ..., n) o ponto médio de [x; 1,5 | 


Um Curso de Cálculo — Vol. П 


ФА = ((x, y) € IB? | 2 y e x] 
. Determine o centro de massa do gráfico da função dada. 


ао) = 44-32,-2«x«2 


І 
буй E еы 
2 2 

















| e" + pr 
c) f (x) = RU ER | = х=], 


Teorema de Papus). Considere o conjunto 


А = {(х, у) ER laexebfu)sysgo] 


; ` 
1 


| TENS ÕES DO CONCEITO 
DE INTEGRAL 


onde fe д são supostas continuas em (а, bJe 0 = f(x) = g (x) em la, b]. Mostre que o y у М BE. : E 
do sólido, obtido pela rotação em torno do eixo x do conjunto A, é igual ao produto da áre: de 355 a E 
A pelo comprimento da circunferéncia descrita pelo centro de massa de A, BS T $ 
. Sejam fe g contínuas em (а, Б], com a = f(x) = y (x) em la, b] onde а é um real dado, en 
conjunto | 
А = (9) € IR ах fi) yx (0) _ ү 4 I 
Mostre que o volume do sólido, obtido pela rotação em torno da reta у = a do conjunto A É | E | 
igual ao produto da área de A pelo comprimento da circunferéncia descrita pelo centro de ma [o JE RI А IMPRÓPRIAS 
өзі. ЕЗ E o sados, nesta seção, em dar um significado para os simbolos 
. Calcule o volume do sólido obtido pela rotação do círculo х2 + (y = 24 = 1 em torno | | 3 a n + о 
Proa, | одак е Foo dx. 
a) do eixo x а ең x 
b) da reta y = 1. | 


. Calcule o volume do sólido obtido pela rotação da região x^ + dy? = 1, em torno da reta y =i ue f 
f(x)dx = lim f Foo dx 
й [—hk eu 


. SejaA = (х, y) € I d e у= 1}. - 


a) Calcule o centro de massa de A. i 
5) Calcule o volume do sólido obtido pela rotação de A em torno da reta y = 2. 


о limite exista е seja finito. Tal limite denomina-se integral imprópria de f 
Ji xervalo (а, +=[. 


+ о 
f GO dx 


u 


- Calcule o volume do sólido obtido pela rotação do círculo x^ + y? = | em torno da reta xi 
у= 2. 


z Зор 
ME Zo АНЯ ; 


e | : 
e lim І f(x) dx for +% ou — continuaremos a nos referir а 
T= + сеж 


Іт 


+ (Teorema de Papus раға área de superficie de revolução). Suponha f (x) = ( e com derivada J; Би er imprópria e escreveremos | 
continua em Га, b]. Mostre que a área da superfície, obtida pela rotação em torno do eixo Ox dB. | zd 43 "A x a 
gráfico de f é igual ao produto do comprimento do gráfico de f pelo comprimento da circunk EX E E E f(x)dx =+% ou f rœ 9 
réncia descrita pelo centro de massa do gráfico de f. | -- | E a n 


destes casos ou se o limite nào existir, diremos que a integral imprópria é 

te. Se o limite for finito, diremos que a integral imprópria é convergente. | 

атое f(x) = О em fa. +=[ c que f seja integrável em (а, 1] para toda t > a. Seja A o 
los (x, y) tais que 0 = y = f(x) e x = a. Definimos a área de А por 


E, | À + 2 
z área A = | Jio ах. 
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+ a 
EXEMPLO 1. Calcule | = dx 1 
1 X À x 
Solução B IM 
e ч] t 
Іс : mue pmo dx q { 
| ox? а A E а = s dx = In t 
D. | * 
Como ES | 
1 ІТ 1 3 Ei d 
І-гес|- -2-—-l, suponha s > бе calcule | е "совгат. 
Lx X J] n n 9 
resulta 


+ сә a ч 
| е cosr = lim ес cos tel 
0 и —#-+ =з #0 


. 1 | h-- 
inus - e 1 zi. 4 E x 
EN I 3 . udi Тқ ш 
| [e *' sen гр, A І — se # sen t dt = e" зеп и + s | e Y sent dt. 
D ü 


Hf = 


ЫА 





A T 
Г et cosi dt = е * senu + Я! е” sent dt 
JO 1) 





BH: ц 
Nr" sen t dt = [e " (- cos др — | = se É (— cost) dr 
Mr Т, R 

ЕР E 


+ о | 
Сото | E dx = 1, a integral imprópria é convergente. 


ы 5 té 
Te "sentdr ——e7? cosu t 1— s | е“! cos t di. 


рө ГЬ 


em (D vem 


n 
Li 


‚ ; EON od е 
EXEMPLO 2. A integral imprópria | — dx É convergente ou divergente? Justifique 
A ERI 


чето 


Buh 23 te H A: 
Eis td! — 8 ^7" sen и — se | e * cos t di. 
E 5 


T] 
[а= у= 
іх 


E ут. 





Assim, bao" 
ЙЕ + s j| е cost dt = е 77 сепи —sc ™ соз н + s 
+ ü 
+ = 1 
f — х= lim Inr + ж ; 
] A [> — юч 
Logo, a integral imprópria é divergente. Ee! собрат [е "senu — se "cosu +s). 
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Sendo sen и е cos и limitadas e lim е ™ = 0 (lembre-se de que estamos supondo y 








resulta RRA 
: —st : - 
lim e “senu=0 e lim se соби = 0 
ш — em p — + oa 
e, portanto, 
+ os | 
— st = p E E 
[ e "cosrdr — lim TS yle "naue ™ cosu + rum 
и + Ж 1+ gl 
Assim, 
* кє ў 
| e cos rdi = 
ü ] + 5? 


Definição 2. Seja fintegrável em (1, a] para todo t < a. Definimos 


| Кодак = lim 


ar жә 


а 
Fo de. 
t 


Definição 3. Seja f integrável em [— £, 1], para todo г > 0. Definimos 


$- 


оа | roam foa 


desde que ambas as integrais do 2.º membro sejam convergentes. 


Observação. Com relação à definição 3, se as duas integrais que ocorrem no 2. memb 
forem iguais a + © (ou — ©), ou se uma delas for convergente e a outra + = (ou — 22), poremé 


Toss ) + = 3 
LÁ 00 dx = Jae [resp | Fix)dx = ==, 


Exercicios dl 





1. Calcule: 
а) | SU В) | e “dx 
c) [7 е. E dx ( > ()) di po 1 
Ж rcr ax 
0 Loa 
t- "om 
e) | ear ћ | te  dit(s > 0) 
ü 
DEN же | 
g} re % dx Бү | dx 
ü 0 l+? 
i) $^ НЕБЕ. Am 
— a А 2 r — 
t se + х? i i e І a? 9s 
























Extensóes do Conceito de Integral 








" Č di, onde a é um real dado. 


x 





E. =k | 
dà э | <a 
5 г 5 -— бї X^ 
ai E 
Š dx d) | 2 хе” dx 
b. _ Jl se Ix I 
par dx onde f &) = 10 se 1 1 
Fia 
A dx 8) iN re 


3 нене 
pce Е — se lx >і 


m fi: x 


E AE. 
m para que [ қ fF G0 dx = 1, sendo 

2 д PER 

E _ fm sell m 3 
E F | 0 selcl>3 


Ес d сю 
ага que se tenha | e^" dr = ll 


К 
x п 


T 
esl 
“үз 

A |. 

mr. 

m 


Р uo 
m pa ique Гоу = | onde 


- қай 
ME) 
Г 


4 fo = Па 


2 ке іі 1 
se |кЇ => 1 


: sum real s > 0 e um natural n É Ü. 
de. (ui 
"Б Ф == + æ 

| e 1" а = "| E at 
H 0 х 70 Е 
E (ro n! 
E [ra 
E da ыды 
5 $ > 0, reais dados. Verifique que 


Ж [24 
E. sen 01 dí = ———- 7 (а + 0) 
q inilio + 


E 
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+ оз : а | ¡ - 
b) [ 79 cosar dt = é contínua e que H é derivável em todo x em que f for contínua; além do 











ғ) 

a» 52 + а? “em todo x em que f for contínua. Como f f (0 dt é constante, resulta 

o | etae jue Р” (х) = f (x) em todo x em que f for contínua. 
= (t 4 Y 

a | "яе х | se = 1 

d | zi E. Eus =. = 
мы air се o gráfico de F (x) Pro dt onde f (7) là se Ir > 1. 

+ с 1 4 д 
г) | go та = — 

0 8? 

Tos 
hn | go te" dr = р (x > гм} 1 f 





- өз 
9. Utilizando о Exerc. 8, calcule | e S (Туй sendo: 
0 


a) РО) = seni + 3cos 21 bi fit 2 3 + 2е + де! 


10. Suponha que, para todo 1 => O, f'seja integrável em [— г, +]: suponha, ainda, que f (x) =0 : 


todo x. Prove que | 2 а= oa | fo«- Гоа» [ла 


+ o. Ё 
| Towe ia | Todt 
= c I+ T 





4.2. FUNÇÃO DADA POR UMA INTEGRAL IMPRÓPRIA 


| 7 : a E | -| 1 
Suponhamos f definida em IR e tal que, para todo “| f) di seja convergente. Рой p. Г Ji) di= | O dt + | O dr + |9 а! 
= se е б = d — ғә =! 


q 


mos, então, considerar a função F definida em IR dada por 


X n | : = — 
F=] уша. y od sexs] 
— шл E 1 A 
Fixado o real a, para todo real н, A .Odt-* Г. | di seiri gl 
| E Bl | г OP M x E =| 
| fi а= | fit dr + І fi di; Es |Б t 1 f sex 
Чч H a 1 j 





fazendo н — — œ resulta 


x а - 0 ел=—] 
]: Ji dt = f mi di + [ro dt Jd = E T е Е 


2 sex] 
с, portanto, 


(у= | FG) dt + H (x) 


onde 





Н (x) = | f (0 dr. 
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O se lxi => 1 


Observe: Fé contínua e F' (x) -1 se lri < | 










| t ! sex = —1 
EXEMPLO 2. Esboce o gráfico da funcáo ғоз-| FM dt onde fo re ИЕ ---:5! 
e | selten к T4 sex. 


Solução "Үн 


тия F é derivável em todos os pontos; assim, o gráfico de F nào apresenta 





E. F (х) = E FC dr onde 


2 eire cala se-l=/= 
Eni ^s Fu li зе |1 Д 


A 1. 
Es тое б=т =1 





j АЖ | 
Assim, 222-777 7 Өй 4 = se 1>1 
EC se t<1 O se 10 
| di sea ] 2 
x sri M Ex selti 1 6 a 
zi X 1: Es М 
І PU) dt = | pam l dt Sl | E selel= 1 
=p 1 [ х | à [9 ser=0Ú0 
UNE M а + | di Seu e p. : Ti n M c 
* d P х] | 
| — di = lim xm dis lim БЕБЕ 
- юр k——ok { À — — em X k X srl O set=0 
À d 10. f() - 31 seü rl 
Em particular, | --а- 1. Então бегі > жігі 
t 


сезі e será] 


E ¡RAIS IMPRÓPRIAS: CONTINUAÇÃO 
ғо) = |, f) =al [r*, se-Icxxi | 


115 БЕШ Т ste parágrafo é estender o conceito de integral para função definida e não» 
ie2«|- d srol Mervalo de extremos a e b, com a e b reais. 
Г 11 EA 


Er. 


ERAS 
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Definição 1. Seja fnão-limitada em Ja, Б] e integrável em |1, Б] para todo rem la, b 
nimos ы 


ГА b 
| fon ах = lim [fo dx 
a г 


q 


i 
272. b | | E à f mad 
desde que o limite exista е seja finito, O número | f(x) dx denomina-se integral imprá деді ах Ü 
ü 1 TA 
h N 
de fem (а, b]. Se o limite for +% ou —=, continuaremos a nos referir a [ғо dx como 
q E 


б 
n limitada em (а, БГ e integrável em |а, 1] para a <  — b. Defina | FG) dx. 





h h - 
integral imprópria e escreveremos | f(x) dx = cw ou | f(x) dx = -œ conforme o 23 
ш А A E a n Е. 
Se ocorrer um destes casos ou se o limite não existir, diremos que a integral impráne 





divergente. Se o limite for finito, diremos que a integral imprópria é convergente. $ de b) [ | dx 
Já observamos que uma condição necessária para uma função f admitir inte eral E Жу зы: 
Riemann num intervalo |а, b] é que fseja limitada em fa, b]. Deste modo, se f não for fir a Moo x 
tada em (а, b], f nào poderá admitir, neste intervalo. integral de Riemann; entretanto, pg Ы de d гт dx 
rá admitir integral imprópria. | E АНА 
| ы EE. 1 i alos [a, el e dc, 5]. Defina | f(x) dx. 
EXEMPLO. Calcule | —— dx | а 0 | 
ü 4x ¿dl 
Selucáo - 
fix)- nu não limitada em JO, 1] e integrável (segundo Riemann) em [r, 1] para О < t « 1] - Ü, = al 
E | т: 
ich i | Ж Am 
acordo com a definição anterior, ; ш contínua em Ja, b[ e nào-limitada em Ja, e] e em |с, М. Defina І FG ах. 
-= dx. = lim —— = lim = i] = E 
0 x эй үх 150 RGÉNCIA E DIVERGÉNCIA DE INTEGRAIS 
ош seja, "RIAS: CRITÉRIO DE COMPARAÇÃO 


E 
B. 


isióes estaremos interessados não em saber qual o valor de uma integral 
nem saber se tal integral imprópria é convergente ou divergente. Para tal 
ecer, nesta seção, o critério de comparação que nos permite concluir a 
ivergência de uma integral imprópria comparando-a com outra que se sabe 
її ereente. 

nicialmente, que se f for integrável em [a, г], para todo t > a, e se f(x) = 


«Y 
p 5] 


É 
x 


E FW = F РО Ф, х2 а 





1 [a, +=, De fato, se x, e x, são dois reais quaisquer, com а = v d ук 
7%. LES П F 
ДТ 


я Е) = [7 (b dr — J; fd - | овна 
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Assim, quaisquer que sejam х, x, em [a, 4-»[, Lc das 
| Ve if que que | & * sen! x dx é convergente. 
$ Б 


X; = da =» F (x1) = F (x4). 


х Ж. 
Logo, F € crescente em (а, +f. Segue que lim | Ға dt ou será finito ou ad 0 = QE sen" х= EE para todo x = 0. 
Xen e Та 


I 


al - = E 
finito se existir M = Ü tal que [ ГО) dt = M para todo х = a (veja Exerc. 9) 
А І 


3 : Eu = lim es dx = lim [7e * + 1] = Б logo, 
i q | E кт -+ 2a 
Critério de comparação. Sejam fe g duas funções integráveis em (а, 1], para todo t 522 | т; ; 


tais que, para todo x = а, 0 = f(x) = g (x). Então 


+ өз 
ante. Segue do critério de comparação que | ех sen? x dx é con- 
nte. E 


+ ua dee ; 
a dx E > 
} | g (x) dx convergente => ji ҒО) dx convergente. 1 disso, E gU sen? x dx = 1. 
d. 25 Б s 
b) І f (x) dx divergente -> [ 200 dx divergente. 
dl 


Demonstração 


fc + ск 


. j - LI b Tem | À 
a) lim n & (x) dx é finito, pois, por hipótese, І gix) dx é convergente. De (0 x fi 
а И 





= р(х), para todo x = a, resulta 


ГЕ. 





поа еса f ода E 


б + ; 
егде que a integral imprópria | cg dx é divergente. 


"| 
“ 


П 
1 
a 
1 
H 


Г Er 
Sendo F (1) = | Fx) ах crescente e limitada, resulta que lim Pro dx será finito е, 
H tros dg 








+ os : 3 
portanto, | Ма) dx será convergente, Ж I uon 229 
а X ES Æ fe “ү 
x 
bj Fica a seu cargo, " + 
à | 1 = м ронан 
қ Ep a 
E. 3 
“A жас x zx — > Ü 
br E E a 


T 1 + E X 
3 +, segue, pelo critério de comparação, que | xi 





3 
dx é divergen- 
+3 


ta = :3 

X d і. m à д, К Br г З a r 
| ан |, Еи: я М O que daremos a seguir será bastante útil no estudo de convergência de inte- 
Próprias cujo integrando não seja sempre positivo, Tal exemplo conta-nos que зе 


. + 0 
dy for convergente, então [ f(x) dx também será (nào vale a recíproca). 
E. A 


+ sm + œ 
ih Fx) dx divergente ge E x) dx divergente 





E. 
1: s, 





dm 
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EXEMPLO 3. Suponha f integrável em (а, 1], para todo 1 = a. Prove À | E "T 
A соз ху _'_ Como | — dx é convergente, | се também 
E. x? y [с Ж i X 


r = CDS X 
E: Jr y 





+ ёк i + a 
| ПРО dx convergente - | FG) dx convergente. 
T É dx é convergente. Como 





а 

! limitada 
і E Ж = 
lim = lum cos А = (0 
іЭ 4949 Í peo d 


Solução 





Para todo x = a, 


9 s {ху + fo) = 21/(ху. 








“ гә 
Sendo | І (x) dx convergente, resulta, do critério de com paracáo, que [ү zr É 


+ оз, 
e x COS Y 
| == | E a 
FG] dx é, também, convergente. Temos a 1 | 


Јоза [| (лох + re = tren ax = [пуз + ren — [ rear 


E dx é convergente. 
Isen хі = 1 e, portanto, 
rer “жа Г г 
Como [| | Е" | Я gg a 

A [FX + F GO] dx e 1 РОХИ dx são convergentes, resulta que А fü E гайг x € [sen xl. 
também é convergente. E 
1 a todo x = l, 


sen? X 


. E а a m ing m 
EXEMPLO 4. A integral imprópria |, e "sen? х@хёсоп vergente ou divergente? Jus 


fique. E 





sen x 
mt > 
Xx 


d i 
ARA GER IE РЕ -|-—|—x--—sen2x | dx = 
Ca ear a RÀ 


_ sen 24 , sen 2 " f 1 sen las 
| 


Solução 


0О=!е "sen дет", 


+ 00 TCR . 
Como | е * dy é convergente, então | le "sen" xl dx também será convergente: pe 
ü 





E У NER 
At 4 2x 4х? 








EM 
яры. 


+ ema 
Exemplo 3, | pex sen x dx é convergente, 
1 bo te] 
а que | сп, dx é convergente (por диё?), | e dx = +=е 
É 1 X 





EXEMPLO 5. É convergente ou divergente? Justifiquc. 4х? 

















+ ео sem x Е у 
а) | dx b) já DO TI dx 0, resulta 
| E i m -3 
Solução 
іш | S = 40 
[+ dl X 
ә fma [reme] f 
=- sen x dx —|—í(- cos x) -|——у‹—совх)ас= 
ix X І 1 х? ( n" 
COS [f $ no 2 
= teos1= | Ed dx. IB GR р ЕЕ ЭА 
| x 1 X 
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- 


UE E + жж 4 q Е, + ek 
Pelo critério de comparação (veja O). | EE dx é divergente. Tendo em vista д. EE SI a j [ Іп x de 
а), conclui-se que a recíproca da afirmação do Exemplo 3 não é verdadeira. | PETE i хїп(х+1) 


о teorema seguinte, cuja demonstração é deixada para exercício, estabelece a convo 
gência ou divergência de certas integrais impróprias e que serão úteis no estudo de div 
gência e convergência de integrais impróprias. | 


ден (0, 1], para todo / > 0, e suponha que existem constantes М>деу> tais 
ara todo > о, 

Ж IF) 1= Ме”. 

Teorema = À Es fiù di É convergente para s > y 

оғы ão f se diz de ordem exponencial y se existem constantes M > Ое y 0 


па ТШ 1 
S 


+ 1 
а) | Za Ex é convergente para а > | e divergente para а = 1. 
X 


IM, iG. com derivada contínua, e de ordem exponencial у. Verifique que, рага s > 


+ o - 
| — х - EY bus 
| 6) |, е dx é convergente рага todo e > 0, ae af о dt é convergente e que 
Exercicios 4.4 = | ; x E ға |, е (t dt = s |, e * fir) dt — РО). 
j | di 0 


; dup sid. Ж 
1. É convergente ou divergente? Justifique. que f seja de ordem exponencial y e que, para todo г real, 














Sas | += ү? у р f'int-3fin- t. 
a | ———e ы | Ea 
Іс Area 1 xi + a todo s > y, 
1 E 
: ies 1 Dm n ; + ва 0 1 
c) Í dx ef) [ ез dx y | e^? fir) di = ge Чуге сс 
2 TP + 21 +1 ] x* E. 0 4-83 к” {2 +3) 
um 3 iem que existem constantes A, B, C tais que 
e) | тя к dx f | fos a. "TE 
| d | E "des m. te. s Ж ТОО) а А A B A C 
bon = P S E | = t а sre d ME [UN ESE 
д) || с dx h) T Eag t T. Í, Ж S35 3 52 жа 
o 2 хе | P p-o | i G 
te jen -x ilizando o Exercício 8 da Seção 4.1 e supondo / (0) = 1, determine f que verifique 
i) | e^ cos A x. dx n | н dx 1seg ida, que esta f satisfaz O, 
д 0 d +x+] E 
L пар + | + + função Ё рот 
n | Yt dx m) | рн ч 4 NA 
Жогу “e trai +1 Eh «o - [ e "fd 


2. Suponha fintegrável em [а, 1), para todo t = a, com fix) = Dem [a, + x[. Suponha que Єх mada de Laplace de f. 
tem um « real e uma função g tais que, para todo x = a, f(x) = 5 (х), Suponha, além dismi, O como no exercício anterior, determine ftal que 
х ? EL. . 


ue lim gx) = L> Ü(L real). Prove: E _ a 
un EUH кини TF; = cos tef (0) = 2. 


"0 +) = егер) = –1. 


еу" sejam de ordens exponencial y, e уз, respectivamente. Suponha, ainda, que 
É Verifique que 


+ mm 
а) а> | = | To dx convergente 
tt 


+ na 

b) әлі = | Pon dx divergente Ў 
а 4% don + ua 

al e "f" (fdt = T. || e "F ide — $000 — } (0) 


3. Utilizando o Exerc. 2, estude a convergéncia au divergência de cada uma das integrais а seguir; 
+ gÜ уз] + es i^ | e escente em (а, + ®[. Prove que lim F(x) será finito ou +, Será finito e igual 
a) | Т ТЕ bj ux i. аы 

2 к - 245 +3 10 20 + х!® — 1 


À E a) se existir M > O tal que, para todo x = a, F (x) = M. | 
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4 at 

bam 7, e" f (0 admite primitiva em /. De O) segue que хе é da forma 
xe"! = k + ferro dt 


Eu 
а 
er 
r 
" 


4 i 


E e ke tt E ao (“ге di 


E e 
EA 


EQUAÇÕES DIFERENCIAIS ` 


LINEARES DE 1.º E 2.º ORDEN: 
COM COEFICIENTES CONSTANTI 


› | “outro lado, é fácil verificar que as funções da forma (3) são soluções de 
ssi < ao importante resultado: 


As soluções de 


Т sãoas funções da forma 


coke d pe Ге Таа 


“com k constante 


n. n caso particular daquele que obtivemos na Sec. 13.6 do Vol. 1. Obser- 


5.1. ЕОСАСАО DIFERENCIAL LINEAR, DE 1.“ ORDEM, 
i A о de | est f(t) dt a constante de integragáo pode ser omitida (por quê”). 


COM COEFICIENTE CONSTANTE 


1 1 H Е T а zu ki 
Sejam dados um número a e uma função f definida e contínua num intervalo /. L Ei 
equação diferencial linear, de 1.º ordem, com coeficiente constante, é uma equação da 


ma 


onsidere a equação 


К i S exci E 
T 

— + ax = Fit) 

Ф dt dl are 

Em. cão inicial x (0) = 1. Esboce o gráfico. 

Multiplicando ambos os membros de (1) pelo fator integrante e” (veja Cap. 13, Seg. E > алалы ааа ы ds 

do Vol. 1) obtemos r 


ей! dx arpa! = г! ETE 4 aü-—lefí(n-r-ct 1) 
dr a 
ій xk ке” | e! (1 + Ddr 
оп re 
d al ar 1) dt = tel (verifique) resulta 
m = Т К. 
e тана), 5 


а dx 
15, E xe СЕ — еш + axe 
cie di es dt 








74 


b) Precisamos determinar k para se ter x = 1 para г = 0. 


A solugáo que satisfaz a condicáo inicial dada 6 


Exercícios 5.7 


1. Ache a solução geral. 


ba 


. Мита certa cultura de bactérias, a taxa de aumento é proporcional ao número presente. verit 
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D 
cin 


тга lei de resfriamento de Newton, а (аха de resfriamento de uma substância, numa 
porcional à diferença entre a temperatura T da substância e a do ar. Sendo 
> ar 20° e resfriando a substância de 110" para 80” em 20 minutos, determine а 


| = ќе ? +оо = 1. 
Т (1) no instante 1, (suponha £ dado em minutos). 


des básicas dos circuitos elétricos é 


dE a indutância, R (ohms) é a resistência, i (ampère) ё a corrente с E (volt) a forca 


ondo L e R constantes náo-nulas, E (1) = Eq para todo te г = Ü para t = 0. 
ando L = 2, R = 10, E(r) = 110 sen 12071 € i = 0 para! = 0. 
















o diferencial linear de 2." ordem, com coeficientes constantes, é uma equa- 


Tito É 
: ч 


dex dx 

р вс = ft) 

dt? di f 

os reais dados e f : / — IR, / intervalo, é uma fungáo contínua dada. 
а equação acima se diz homogénea. 

a seguir é determinar a solugáo geral da equagáo homo вёпеа 






















dx EF, d?x dx 
ad) —-—— me Ьу = E MA ——- + р —— + ех = 0 
й И d ES di? dt 
ах x ? e 
P d) BE E c cn da equação ace 
E 2 А + БА +с= 0 
dx - | 
3 dro ice p = qub ies 0 característica de (2). 
Re E Vamos que se А, for raiz real de (З), então x = e^! será solução de (2). De fato. 
El — *x-— cos 2t Mo quis j dg 
dt dt É JA 
n dy ds а; guy + себ! = Ае + Бреме + cel! = eM(A? + bA e) = 0. 
0 — -*3-—x Ip c pere 
ji а “a “iba de onstraremos a seguir mostra-nos que, conhecendo as raízes da equa- 
jos q = cos 34 ИТ Чу _ —€— “  сетов, também, a solução geral da equação homogênea (2). 
má = + 2у = ау? dx ducc imos que as raízes А) е As da equação característica (3) sejam 
dx di E 
р) 5 ак - 10у = e а) Е =3T +2 E Аҙ a solução geral da equação homogênea (2) será 
x Н A 
dy dr x = Дей! + Bet! (А, BEIR). 
г) — = y + cos de з) = 30-6! 
dx di 


x = Дем + Breh! (A, B € IR). 
cando-se que o número dobra em 2 horas, quantas pode-se esperar ao final de 6 horas? | — 
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Demonstração 


Como A, e А» são raízes de A7 + РА + c = 0, temos 


A + Аз =—b 
АЈА = е. 
Assim, 
Eum cS E = (А БАА = () 
no va FE LI cerca эсе 


С E — А «| - А E — А x| = D. (Verifique.) 
| t 


——'EI 
dd li 


Segue que x = х (£) será solução de (2) se e somente se a — Ax for solução da Я 
F Е 


сао linear de 1.* ordem 


—— — А п = 0, 
dit = 


Como и = Kse*!, segue que x = x (1) será solução de (2) se e somente se 


EE = ds cbe. 
dt 


Deste modo, x = x (7) será solução de (2) se e somente se for da forma 
x = Цел + е^! Гое: TAM fi 


com kj e ks constantes, 
Se Àj * Аз, 


kel ^: Ji А,) E 


x — ед + ht 
А-А 


oL 
x = Ae + Bet 


ky 
Ar — Ар 





onde 4 =k e B= 
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x= ked! +eM [а 


х= Дећ! + Bre^! 










Solva а equação 


2 
dx UE rag 
di* di 


E. ica é A^ + ЗА + 2 = 0, cujas raízes são —1 с —2. À solução geral da 


Rr 


> a х= Ae E Be?! 

ће a solugáo do problema 

i d pd zii + 2x=0 
І 

ICE (0) = 1 


iq п é a solucáo da equagáo 


dx gE ,3x=0 
dr? dt 


Т. adições iniciais x (0) = 0 e х (0) = 1. Pelo exemplo anterior, a solução 
A | 
Die х= Ae! + Ве. T 


letétminar A е B para que as condições iniciais sejam satisfeitas. Temos 
br: 


Б. Y=- Ag —2Be 7, 


De 
E Ae t+ Be 20 = 0 
к. —Ae " —2Be 20 = 1 
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ou 
l А%В-0 
-А-2В-і1 
e, portanto, A = 1 e R = -—1. A solução do problema é 
даа бы е 
cujo gráfico 6 





EXEMPLO 3. Resolva a equagáo 


азу dx 
EC SB doses. 
di? dt E 


Solução 
А — 8A + 1670€ A — 4. 
Como À = 4 é a única raiz da equação característica, a solução geral será 
x = Ae" + Bre". 


EXEMPLO 4. Resolva a equação 


Solução 
A -920eA-2zr3 
А solução geral da equação é 


x Ае Be Y 












um 
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A énea (2), no caso em 
онох como fica а solução geral da equação homog , | 
AU caracteristica forem complexas. Antes, porém, precisamos cons- 


meros complexos: é o que faremos па próxima seção. 


Бага 
ma 


p do problema. 


é 


11 


m dix 
di? 


b) X 5х +бх=0 
d) y — 10у + 25у = 0 








dx 
мес run 
p? 
dE o p ER ш 
di? di 
2. А 
ж аа e 
dt? di 
zo 
А) "EE = 49y=0 
7 E 
Do Ыш - 
ах _ 
т) 3 - 4) 
dex dx 
yd +5— = 
S dr? dt 


x(0)-1ezx(0)--l 





— 

nassa m = 1 desloca-se sobre o eixo Ox sob а ação da força elástica =x | e 
тотса de amortecimento proporcional à velocidade e dada por —2x i Determine а posi- 
XA t =0, da partícula no instante £ e discuta o movimento, supondo 

le $ (0) 0 

IU --: 

) = 
massa т = | desloca-se sobre o eixo Ox sob a ação da força elástica —2x | e de 
cimento proporcional à velocidade e dada por —3x i . Determine a posição x = 
ula no instante г e discuta o movimento, supondo x (0) = e — 1e x (0 = — l. 


COMPLEXOS 


© complexo entendemos uma expressão do про 


r—adbi 
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т reo - = . А; 11 E 


eixo dos complexos puros 









onde a e b são números reais e i um símbolo cujo significado aparecerá logo a сер! 
conjunto dos números complexos é indicado por C : C = (a+ ibla, b E IR) .. 

Sejam os números complexos z = a + bie ту = ар + Ру. Dizemos que zé ена, 
e somente se a = аре = h), isto é, 


a+bi=a + руа = азер = Ы. 
eixo dos reais 
Definimos a soma de z e гу por 1% 


| 3 ponto (a, b) como o afixo do complexo z = а + ib. 


| | húmero complexo z = a — ib denomina-se conjugado de 2. O módu- 


Definimos o produto de z por z; por 


In 


(а + bi) (ар + bl) = (au, — Рр) + (ab, + ajb) i. Izl- 42:27 = T "n 


Segue da definigáo de produto de números complexos que 
P=i-¡=(0+ 100 + 16) H 


Deste modo, / é um número complexo cujo quadrado é — 1. Veja, agora, como vo cé pode 
obter o produto de a + bi por a, + Бұ: : 





Dizemos que z = a + bi é um número complexo real se b = (isca =0eb%0, di emos 
que z é um número complexo puro. Por razões óbvias identificaremos o complexo real a +06 
com o número real a: a + 01 = a. Deste modo, podemos olhar IR como subconjunto de C. | 

Deixamos como exercício verificar que a terra (C, +, -) € um corpo, isto é, qualquer que 
sejam os complexos 21, za. 23 tem-se: ; 


BE lexo z = a + ibe tomemos йс modo que a = Izl cos @е Р = lel sen 0. 
эв Ë+ i sen Ө), que é a expressão de z na forma polar. 


HÜ 





ЫЛДА. е деч ылық Жш. уи МІ) (2129) zx = 21 (2223) 43 

nou Tur 4 M2) 2120 = Z] 

АЗ) МЕС +0; M3) ҮЕС, 1-2 = 

АЯ) Para todo z em C, existe um único w M4) Рага гойо: + 0,26 €, . 
em С tal z + w = 0. Tal w é o oposto existe um único wem C. ` Ta 
de z e indica-se por —z. tal que z+ = | Tal wé; a-se um argumento de г. Observe que sendo 8 um argumento Че 2. 


o inverso de г e indicase | ) será da forma 6 + 201, k € Z. 


1 | 
porz ой—. [Рт а т... | : Е т = | 
f к ELO 1. Determine o inverso, o conjugado e o módulo do complexo z = 5 + ЗІ. 


-— — — Е i 
— a À —— 





Os números complexos sáo representados geometricamente pelos pontos de um plane 
húmero complexo z = a + іре representado pelo ponto (a, 5). 
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ASSET, 
LET x 3 
A т 
ЭРЕЗЕ 34 4 
O conjugado de z é: 
II BMM)-S-3 
O módulo de z é: 
п E [52432 
ой seja, 
zl. 


EXEMPLO 2, Seja z um complexo qualquer. Prove 


£z z é real, 
Solução 
deja z = a + ib, Temos 
¿=2=34-=ib=a+ib=>2bi=0>5b=0, 
Assim, se 5 = z, então: = а que é real. Reciprocamente, 
¿real ersat oi. 


EXEMPLO 3, Suponha a > Ü. a real. Prove 


24 *aeüecz-ihm Фу = ig. 
Solução 
É +a= (с +Hiva)(z — iya). 
Assim, 
эы и 
z$ Жат ег ia =00uz2-Ha=0 
QU seja, 
> e BS 
e PME AS E gala OU z = iy, 
Qu ainda 


-a z = aai? a r a. 
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3 = O, b e с são reais dados, 

deré a equação az? + bz + с = 0, onde a + 

Aon d Ex 0. Prove 

à NUT 

E pid cg cs 


4 2 

у... = RE 
traz? + beto 0 e ü 
: } 


E membros da última сдиасао vem 


== — mens 
——M 
= 








Eti = A a a uma ne 


b) (2 + 30% — a + bi 


i 5 
——— = 4 + bi 
piper 
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n- 






















a > 3 a 
ix A B г же) El z E 
Т AE qe s | | [x'(D]^ + ш [x €t)] k. 
А (1 2 py d É = а те ы Lá у usos Кано 
g) rM ан 2+: xci nos diz que, se o movimento de uma partícula na reta for regido Re equação 
es һ) En = a+ bi EF. 4 dM Із (OF o " dul Іш «inp Р 
2. Resolva as equagóes, та soma da energia Di QD cM SENS тадан р, оеш: 
a E i | | fa 2 
m ш, БА +А+ 1 =0 те durante o movimento.) 
c)À + 2А +2 = 0 аук E E г = x (t) solução de (1), para todo 1, tem-se 
Mare a diz 2:43-] Т sendo X = x (1) C OD. р 
e) А wo = lU, onde w x é um real dado M. | + , 
A А А 5 E x" (0) + a x(n = 0 
МА qol BA +А+2={@ a 
2 3 
iue Ds D+2=0 4 10 do E, 
PA =p lc a E EE 4 E К 
3. Seja "d ' Ic *X (5 ЕТІЗ рт e y E. i 2 ' "y , 
Сат z € w dots complexos quaisquer. Verifique que F Alo? a? [xo] 7 2027 0 2r 
а) =; 3 йа > Е r 
3 == хх") + w x(t) 


I 
оты 


Бут и = г-м (о conjugado de ит produto é igual ао produto dos conjugados) E 
c)z t w= Zw (o conjugado de una soma é igual à soma dos conjugados) E. | 

| ME AE + w (к: é constante. 

Wihamos, agora, que x = x (1), t € IR, seja uma solução qualquer de (1). Façamos aq = 





—————— 








5.4. SOLUÇÃO GERAL DA EQUAÇÃO HOMOGÉNEA NO CASO 
EM QUE AS RAÍZES DA EQUAÇÃO CARACTERÍSTICA — - 
SAO NÜMEROS COMPLEXOS 


by = x' (0). A função f dada por f (t) = ag cos «t + % sen wr é solução de (1) e, 


: ш) 
fisso, 7(0) = age” (0) = by. Sendo f (1) e x (1) soluções de (1), Ға) — x (г) também 
elo que vimos acima, existirá uma constante & tal que, para todo г, 





Vamos estudar inicialmente à equação JE E, н dfi - x (п? ы [Fi — x (D = Іі 
| E. - $ 422 
a zi a P ^ = x (0) е РР (0) = x (0) resulta k = 0, Assim, para todo 1. 
ar 1 E ; 2 + 
é [P () — x' (OY + [f () х (91 = 0 


UN i OS M MET rs ИШ. + я = 79 f 
onde ш Ué um real dado. A equação característica de (Dé y^ + a^ = 0, cujas raizes Sa 
os números complexos «wi e —wi; deste modo, o que aprendemos na Sec, 5.2 não ве apl 


x (t) = f (1), ou seja, 
ca (no Apéndice | veremos como dar um tratamento ünico à equação һотоделей E c 


vis dh | x (t) = А cos ая + B sen ат 
E: tb ma rer 0, quer as raízes da equação característica sejam reais ou complexas 
E Ano que uma função x = x(r), r € IR, será solução de (1) se e somente sé, рагі 
todo г, | E 





E еВ = E Fica provado assim que x = x (t), t ІН, será solução de (1) se e 
| PS for da forma (3). 
: 7 3 Di 
e CID = ор ЖӘ), E CNN E 
Como as lunções sen ш € COS «f satisfazem (2), segue que x = sen «t e x = cos ай 580 90 iu а geral de A 
cóes de (1). Deixamos a cargo do leitor verificar que, quaisquer que sejam os reais А €; E 





17 
l Lo dex = 
sera, também, solução de (1). Nosso objetivo a seguir é provar que x = xt), t E ІН.: ; à. é um real dado, é 
solução de (1) se e somente se for da forma (3). EE T : 
X 77 А cos он + B sen ог (A, B Е ІН) 





Para atingir nosso objetivo, vamos provar primeiro que se x = x (r), 1 € IR, for salt 
de (Т) então existirá uma constante k tal que, para todo 7, 
















Er. 
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E. 





EXEMPLO 1. Resolva a equacáo 1 | | M. 
d? x А A А? + B? [cos p cos оя + sen ф sen eor | 
dt” 3 
1 , 
Solugdo p 
Ав raízes da equação característica тат А В? cos (wt — q) 
M +4=0 


imei ico si de amplitude A? + B? . 
são 21 e —21 A solução geral é to harmônico simples de ampli М 
zemos que uma partícula que se desloca sobre o eixo Ox descreve um mo- 
vo simples (MHS) se a equação horária for do tipo x = a cos (el + ду). Os 
enominam-se, respectivamente, amplitude, pulsação e fase inicial do 


x= Acos 2r + B sen 2r. 


As notações x e x (devidas a Newton) são freqüentemente usadas, em física, рага ind | 
car, respectivamente, as derivadas de 1.* e 2º ordens de x em relação ao tempo £2 4 


* 


а, ша “é a solução geral de 


dry cc PE ; А. Ыз; 
E B E Nos próximos exemplos utilizaremos tais notações. d y: x + bx Жсх- 99 
ri 3% 


о; TROU On TT 
s raízes da equação característica são números complexos. Se as raízes da 


a à E. —b + JA 
са fossem reais e distintas, A = ------ 


EXEMPLO 2. O movimento de uma particula sobre o eixo Ox é regido pela equi 
‚ а solução geral seria, como 





mx + kr = 0 
onde m > (Oe К > 0 são constantes reais dadas. Descreva o movimento. | 
(7b УА), E, 
х= Ае 2 + Ве 2 


Solução 


A equação é equivalente a 








Х + шох = 0 xi УА, Су. 
p х=е 2 Ac E +Вг 2? 
onde w^ = —. A solução geral é 
т 08 
Fi us ME " 
х= А COS ан + B sen ой. 5+ Be 2 (No 0)é a solução geral de 
Tomando-se g tal que ® | A E ^ 
E E A Xy- E x = 0. (Verifique.) 


ШЕЛ. 
si Б 
"n 


p 
uir que se as raízes da equação característica forem números complexos 








88 Um Curso de Cálculo — Vol H E. ciais Lineares de 1." e 2." Ordens, com Coeficientes Constantes 89 


> que 


Teorema. Seja а equação (be c reais dados) 








eos e (г) = 0 


ис: к уде @). Deixamos a seu cargo verificar se g for solugáo de (7) então 


(6) X+ bx texs 


e suponha que as raizes da d característica A? + bÀ + c = Ü sejam com Меха 


i | e Sendo solução de (7) 
| = а + Ві одеа = – ей = хы) Então a solução geral de (6) será F | | 
g (1) = А соз Br + B sen Bt 


X = e""|A cos Br + B sen Br] (A, B E IR). em 
jeg e, entao, que 


Demonstracáo 


| | b 
Sejam fe g definidas em IR e tais que, para todo r, уб) = 20 4 [A cos Br + B sen Br] 


b 
2 


fi)-e 2* git). 


Vamos mostrar que f será solução de (6) se, e somente ў ü 
se, e se, g for solução de ar 
РО) = e [A cos Br + B sen Br]. юш 


ше fom А É. 
(7) qot EJ = i. msidere а equação 
De fato, se f for solução de (8) teremos, para todo 7, х+ 2x +2=0. 
йа) + Bin суа) = 0 › geral. E | 

ou o da solução que satisfaz as condições iniciais x (0) = де x (0) = 

E йг ES ғ ES Ж 
е2 р) roble 2 о) |+ [е 2 gin |-0 E кг 
Como 3 2 

E А қ _ Ам-ізЦа--іБ-)) 

e 2 0 e ? git) te 2 gu) | 

е E P x=e '[Acost + B sent]. 


-— ры -h E 2», р (A cos t+ Вѕеп) А = 0. 
\ E b n 
e 2 yir) ар е 2 piü)tbe 2 g()*e ? р), Sen t. Segue 


substituindo em (8) e simplificando resulta шай ашы. 
== b і 3 ) b? 
e 2 |g'(r- pe 20) |= 0. 


| 2o B = 1. A solução que satisfaz as condições iniciais dadas é 


xe sent 
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| тере o movimento. Esta equação é equivalente а 
E d К + 2ух + ox = 0 
E | - 
em = La As raízes da equação característica são: A=- yz ұу qo. 


4 - 2 
о oscilatório amortecido ou subcrítico CY. <a). 
a raízes da equação característica serão complexas, A=-— yt wi, onde 


A одо geral de (0) será 





х= е7 [A cos ot + B sen ox] 


А seguir, vamos destacar, num quadro, os resultados obtidos nesta seção e na 5; 






Seja a equação 






x + bx Ғсх- (b e c reais dados) 






е sejam Àj, Ал as raízes da equação característica. 


ас? b característica admitirá uma única raiz real А = — y. À solução geral será 


P 
u 






(І) белу ғ As, Аре Ал reals, a solução geral será 







жез ш К ТЫ. 


72 EX е АЧИ, 


tecir p ou MERCI (Y > 0 





д = Aeh! + Bert, 






(D Se Ay = As, a solução geral será 





x — e^ [A + Bt) 






= —ч + 
гек 5 da equação característica serão reais e distintas, À qus 






geral será 






x = e" [A cos Br + B sen fit]. 








ы | icóes iniciais x (0) = x 
EXEMPLO 4. Uma partícula de massa m desloca-se sobre o eixo Ox sob а agáo de um de ао gráfico da solução que satisfaz as condições ( 0 
ca elástica —kxi (k > 0) e de uma força de amortecimento proporcional à velocidades = 


vh : " к ч есі 
рог —cXi (с > 0). Determine а equação que rege о movimento e discuta as soluções 


ECT 


amortecimento forte 


Solução ча д amortecimento crítico 
Pels lei de Мемлоп | is 
mx = — kx — ex — 
EO —_ | — | 
ои seja, Ў 4 
oscilatório 


Хх + сх + kx = 0) 
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ТҮНІН 


7 ES DIFERENCIAIS LINEARES, NÃO-HOMOGÊNEAS, 
P. ORDEM, COM COEFICIENTES CONSTANTES 


Note que. nos casos 2e 3. о amortecimento é suficientemente grande de modo а não 
tir oscilação da partícula em torno da posição de equilibrio (x = 0). . 


ESPERA PES 9 LLL LE 
DOS à equação linear, de 2? ordem, com coeficientes constantes 
perros 


— 


. Resolva a equação 








dox dx К: 2 
TES n TE E н ERE EEE E de х dx 
a mo ш m +äx i bjx ++5х=0 +b—+er= Ға) 
E E : di^ dt 
T : Hm X 85 i rn ^ Е E 
Ox+xi+x=0 d) P —5x-0 E oa definida е contínua num intervalo /. Se f nào for identicamente nula em /, 
E” AL еді Е E Ы T " É ғы 
eg x+9%=0 Р " -“34+924=0 A (Dé não-homogénea. Diremos. ainda, que 
S а: a | 2 ; 
gy-áyt4y-U h) - = Eb e e 0 di 4 Top qe + сх = 0 
di” di E dt? dt i 
"E Е „Мей ау E. | 
i) y + бу + 10y = 0 Л т Зу = 0 Eso homogénea associada а a) Es 
М А ai^ dal ри р: al as = b ré Гү 2 ыса -ticular de (1), então 
р ў -69 + 5у = 0 m) х= 67+ 9x = 0 ег 422222 xy(t). 1 € 1, for uma solução particular de () 
л) y táy = 0 0) у + 3у + Зу = 0 $ ral ПЕ o E 


E gue Xh + Xp 


A solução geral da homogênea associada a (T). De fato, sendo x, = xp (1), t € А 
de (1), para todo 1 € 1. 


É І р. X p 


p) ў + ay = 0, onde a > 0 é uma constante. 4) y + ау = 0, onde a < 0 ё uma constante] 
г) у= 2у + бу = 0 s) х + Rx + 20x = 0 


bo 


Determine a solugáo do problema. | | 
(1) + bx p (t) өше = ғи). 


que x = x (г € I, seja outra solução qualquer de (D), resulta que x (1) — x, (De 
ja homogénea (H), pois, para todor E T, 


а) k+ Ax 20. x(0) 20€ x(0) =1. 
b) cR Ix + 2x = 0, х0) = – Le x(0) = U. 


с х+х + 2х = 0, х(0) = 1е х (0) = 1 E 
E 4 : ide | d 
Dxi+x=0.:(00=-1le x(0)= 2 = Шу (0)*b- 007 7p (+ cxi) 7 xg 0) — 
1 1 E у I 
ЕЕ RA X c ico x Lex, fin = fi» 0. 
3. Uma partícula de massa m = 1 desloca-se sobre o eixo Ox sub а agáo da forca elástica Ari қ ко) + PXID pest аш E 
Supondo x (0) = Le x (0) = — 1, determine a velocidade no instante t- »ut 0 lado, sex = x (f), t € 1, for tal que x (1) — x, (1) é solução da homogénea, então 
será solução de (1) (verifique). Segue que a solução geral de (1) é 


4. Uma partícula de massa т = 1 desloca-se sobre o eixo Ox sob a ação de uma força elástica -2r 
— р 
. Determine ¿equ 


e de uma força de amortecimento proporcional à velocidade dada por —2x i Ў х= хр + Ар 
horária do movimento supondo x (0) = De x (0) = 1. E. А ч a E 

К ; 5a solução geral da homogénea (H)e xy una solugáo particular de (1). 
5. fé uma função definida em IR tal que sua derivada segunda é igual à diferenga entre SUE hi 4 


da primeira e ela própria. Determine f sabendo, ainda, que /(0) = беў’ (0) = l. 


Ж a F 
à diferença entre à VER zt 


6. Um móvel desloca-se sobre o eixo Ox com aceleração proporcional " 
= 1 e ШО 


e a posição. Determine a posição x = x (t) do móvel, supondo х(0) = 2, x(0) 
7. Uma partícula de massa m — | desloca-se sobre o eixo Ox sob a acüo de шпа (о а clan х + рх + сх = fl) 
+ . a 

еқ 4 | E 2 «ІШЕ 

—x i е де uma força de amortecimento proporcional à velocidade е dada por cx? 1 1 

Determine с para que о movimento seja 

х= Xp T+ 

a) fortemente amortecido. 3 h p 

b) criticamente amortecido. 
“cy oscilatório amortecido. 


е Uma Solução particular da equação dada e x, a solução ge ral da homogênea 


YE 
L E. 











am 





94 Пт Curso de Cálculo — Vol. I 








Е" 
E. 


b vrenciais Lineares de 1." e 2.º Ordens, com Coeficientes Constantes 95 
e DU 


ен 


Determinar a solução geral da hornogénea associada já sabemos. O problema, aeos = 3 3 VAR E uario. "chute" uma solugáo particular. 


determinar uma solução particular. Os exemplos que apresentaremos a seguir moste A 
determinar, em alguns casos, uma solução particular através de uma “escolha e A 
No final desta secáo vocé encontrará uma tabela que o ajudará nesta “escolha criter 


EXEMPLO 1. Determine a solução geral de 


ЖЕЛІС сз T: 
—+Í—+21=1, 
T RE ша. 
Solução 
A homogênea associada é 
dix dx 
ean 
а? “а” 


e a solução geral x, = Ae ^ 


ticular da equação dada. Tentaremos uma solução do tipo 


p mn 


onde т e п são coeficientes a determinar. Você acha natural tal escolha? Por quê? t 
precisamos fazer, agora, é substituir esta função na equação e determinar т e n pa 


tenha uma identidade, 
(m + no" + 3 (т + nr! + 2 (т + пг) t 
ou 
Зп + 2т + 2ю = L 


Devemos ter entào 


їп + 2m 20 
2ң = ] 
: 1 à 
ou seja, n = uetus Deste modo, 
diu cT 
=——+—/ 
Ай 4 2? 


é uma solução particular da equação. A solução geral será 
24 s] 
х= Ае 2 + Ве! — 2 + 1 
4 2 


EXEMPLO 2. Considere a equação 


Xx+3x+2x=l, 


I ж - 1 | 
+ Be ' (verifique). Vamos, agora, procurar uma solução par 












Ізі 
n 


ES : 
"Form 8 
na 


à sit | 
ynsta a x() = 5 é uma solução particular (verifique): 


| га! da homogénea associada é 


44 


ki E 1 P Xp F Ae " + Be. 


б, 
yu E geral da equagáo dada 6 


E. d 
P х= Ae 7! + Be Es 


vgl 


( 'onsidere а equação 


E 2 
R: Lo 
di? di 


ão particular. 


tur: . do que tentar uma solução particular do tipo 


k: 3 
elici а ме a determinar. Você acha que é realmente natural esta escolha? Por 
determinar m de modo que, para todo f, 


(телу + 4 (теу + A (me! = e 
(Әт + 12m + 4m) е?! = e” 


25те” = e, 


TN 1 Р 

tdo, 25m = 1 ou m = ——. Assim, 
b 25 

AT 1 

: = м 

"a Xp mE 

би. М5 











-P 
[] 
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m- 
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b) A solução geral da homogénea associada é 


da = Ae ^ Б Ве Я 
E 


зй 


х= Ает? + Бе 4. 1 ез. 
25 


EXEMPLO 4. Ache a solução geral de 


Хх + АХ + 4x = sen 2r. 


1 
d. 


Solução 


Vamos tentar uma solução particular do ti po 


Xy = т сов 2t + n sen 2t. 
Devemos determinar m e n de modo que, para todo г. a 
[m cos 27 + n sen 2/7 + 4 [m cos 2t + n sen 21]' + 4 (m cos 2/ + п sen 24) = за : ; 


ұу 
ri 


ou 


e 


- ёт sen 21 + 8n cos 2t = sen 2 


Devemos ter, então, — 8m = 1 e 8n = 0, ou Seja, m = — 


л 


ё uma solugáo particular. Como 
x, = Ае + Ве 2 


é a solução geral da homogénea associada, segue que 


2: Se a é raiz simples, х, = 


à Sec = ер # Ü, xy 


ferenciais Lineares de 1." e 2." Ordens, com Coeficientes Constantes 


Xr А+ ех fü) 


` Я 6 ибо particular 
Segue que a solução geral da equação dada é D PASS 


ada PE cel 
Se a não é raiz da equação característica, Xp 7 те . 
ne Ê 
H LM Er 
Se a é raiz dupla, x, = тіге, 


1. Sec + 0, х. = P1 (i onde P, é um polinômio de mesmo 


и que Р. 
: = UP. (1). 


Se b + 0, x, = m cos at + n senal. | | 
Se b = О е se cos at nào for solução da homogênea, x, = 


ТР m cos at. | À _ 
3. Se b = Ое se сов аг for solução da homogénea, ty = 


"^ mi cos at + nr seu al. (Ressonáncia.) 


Se | 7 f) = a sen at, procede-se como no caso, fit) = ay cos at. 
P^. 


plva a equação 


х+3д+2х=е'! 


E h: Р 1 я z 
da homogênea associada é 


ж де + Be“. 


(me у + 3 (me "y +2 (me) - 0 


E x, = mie * (veja quadro anterior). 


p 


паг m de modo que, para todo t, 


3 


- Е l 
х= Ае 2 + Ве 21 7g (0821 


é a solução geral da equação dada. E 
O quadro que apresentamos a seguir mostra como escolher a solução particular 809% 
sos: f (1) = P (ту, P polinômio, F (0 = dg e ou FU) = ay cos ar. ed 






I 


(mte Y + 3(mte y *2(me =e 


e simplificar) 


97 


olugáo da homogénea, a escolha x, = me 7! nào resolve o problema, pois. qual- 


raiz sim ples da equação característica da homogénea, a equação admitirá uma 











98 Um Curso de Cálculo — Vol П , Di renciais Lineares de 1º e 2.º Ordens, com Coeficientes Constantes 99 | 
























E 
m. 


logo, т = |. Segue que 3 | E n. 


=f 


= [е 2 M- 2 nt cos 21)” = m sen 2t + 2mr cos 27 + n cos 2t — 2nt sen 21 


Р 


é uma solução particular. А solução geral da equação dada é t + п СЕЕ Еа Е ао геси чечин a 


х= Ae + Be ^ te 3) na equação dada e simplificando, vem: 


EXEMPLO 6. Determine a solução geral de Ат cos 27 — dn sen 2t = sen 27 


Ж m ІН І à 
x + dx = cost n=- T Assim, X, = — u t cos 2t é uma solução particular. А solu- 


P 


Solução 
Vamos tentar uma solução particular do tipo 


= Hn COS [. 
Хр 


Ма determi ação de uma solução particular, em geral, estão envolvidos mul- 
reste motivo é sempre bom verificar se a solugáo particular encontrada 6 


e 


Esta escolha é motivada pelo fato de que derivando-se duas vezes o cosseno volta-se gg 
cosseno. Е | 
solucio particular. Por exemplo, x, = — — tcos 2t é realmente uma solução par- 
“ = | 
(m cos D" + 4 m cos f = cos t е. : | 

E + Ax = sen 21, pois, 
ou | 


3тСсо081- cos f 


| E DW А 
со 2r) +4{-1гео2г)|=|—-.сов2г+-тгзеп | Е 
3 4 { 4 2 
¡Y v 'B 1 
1 E l : ue El sem + — + 21 |— t cos 27 = sen 2f. 
logo. m — z Assim, x, = 3 cos t é uma solução particular. A solução geral da equação: D 2 „ез. ] а: 


dada 6 LO 8. (Р 
) 8. (P їп ipio de superposição). Considere a equação 


] 
х= Acos 27 + Bsen2t + БК X bhbxctcx fiit hi) 


1 
І ) são funções dadas, definidas e contínuas num mesmo intervalo £ Mostre 
EXEMPLO 7. Resolva a equação 1), t € I, for uma solução particular de 

X + dx = sen 2t. a : E x t bx ex = fi) 
Solucáo 2-52 (0), 1 E, uma solução particular de 
A solução geral da homogênea x + 4x = Dé E xd bx ex = pú 
xj = А cos 2t + B sen 2r. 7 514) + x» (1) será uma solução particular de (2). 
Como sen 27 é uma solução da homogénea associada, não adianta tentar solução p E ? | 
do tipo x, = m sen 27, pois, substituindo tal função na equação dada, o 1.º membro $e 2286 
о 2.º nào. Tenta-se, então, neste caso, solução particular do tipo 


(I) e ху = х (1) soluções particulares de (5) е (6), respectivamente, teremos, 
(2) хр = mi sen 24 лі cos 27, | 













[a 
БЕ 
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xj (у + bx (0 + en (0) = fi) jj 22-30 yyer 
e di? dit 
| | | 32 j X +9х = хеп t * 2 С057 
X2 (Гу + bia (0) + схо (0) = fa (1) T : A | Е H.. m m) X 9x = sen 3t 


о) X — 4х = 8cost 
ф х -25 =е 
sy х 2х5 = 9 


e dal, somando membro a membro, resulta 





іг (0% x) OV + B Dra 0) + 2x OY e ba (0) + x) ()1 9 fi (0) * f, 4 | 
| ў E 2 _ Dé | dado. (Ressonância) 
Logo, x, = x, (1) + ху (1) é uma solução particular da Equação (4). Ae Жұт T I ананы 
EXEMPLO 9. Resolva a equação и ка y do problema 
| жі; х(0) = Те ЕК d | 
е xr()-70e x(0)=1. . 
»5 21 x (0) = 0e x (0) = 0. | 
E. x(0) = 0e x (0) = 0. | 


EL. 


Xt Ax — e! +sen 2r. 


Solução 


1 E ET ação articular de 
ху = Т e' é uma solução particular de EO ss 
p x + 2y + ax, x = b sen uit | 
pl 


XT 4х m e, (Verifique.) ЕСК у constantes náo-nulas dadas. 
- E 


1 асао ч. . 
Pelo Exemplo 7, x; = — j 1598 21 é uma solução particular de E 
En- -< К Ар 
gir X + wjt b sen ан 
E o “Or stantes não-nulas dadas. 
2% | 


X 4x = sen 21 


Pelo princípio de superposição 


х= А соѕ 2r + B sen 20+ ¿el — 160521. 
4 


B 
Exercícios 5.5 


1. Determine a solucáo geral. 





dix A : 
а) TR Зх = cos N b) X + Ах + dx 2 2r 1 jo 
d*x dx 4 
c) ——2— +r= Se x + da = ge?! 
T xe d) x da + 3x = Re É А 
dx elx 13 | 


еб +2— +rod y р = 
di? di зо 
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ОР é o vetor associado а ix ts ytt) (verifique). Tudo isto sugere-nos 


== 


2 € 
mentos quaisquer do IR^ e А um real qualquer. | 































Sejam (х, y) eG, £) dois ele 
ET : ; = (қ 4 syt ). . 
» oma de (x, y) eom (s, t): Qo y) + (5,1) -(xtsytt | 
5 E Шм de (x, y) pelo escalar А: Ах, у) = ( Ах, Ау). e" 

To» (—1) (s Оба diferença de (x, y) e (s, t) dx, y) (s, t = (х y) 


- -1) (5, I). 


x y- BEN) x= sey= É, EU ER PS 


Os EsPACOS ІН” 


T — — 


iedades são de imediata verific ação: quaisquer que sejam (x, y). (5,1) 


am as escalares œ e B tem-se: 


»uinteé 5 propri 
m | 3^ e quaisquer que sej 


Fro DI (uv) T + li 0 + (и, ҰМ 
j+ (жй (G, D) Gs y) 
- (0, 0) 7 (x. у) 
+ CD y = (0. 0) 
TG, y)] = «B (x, y) 
у) (5 DI = а(х у) + ats г) 


| 6.1. INTRODUCAO 


Nosso objetivo, neste capítulo, é introduzir no IR? os conceitos de norma e de conj 


| aberto, que generalizam os conceitos de módulo e de intervalo aberto, e que serão w + B ix ») 
mentais em tudo o que veremos a seguir. O símbolo ІН” está sendo usado aqui para indig J: (x, У) Sia (x у 
o conjunto de todos os pares ordenados de nümeros reais: IR? = = {(х, 1) I x, y reaisk P: EX (x, ». 


rial sobre um conjunto nào-vazio V fica deter- 
айо se definem em V duas ope rações, uma de adição е outra de ir iA e 
ento de V por um escalar, satisfazendo as oito propriedades acima ip as 

A anteriormente definidas determinam, entáo, sobre o IR^ uma estrutura de espaço 
ге ; seus elementos podem, então, scr chamados de vetores. 


Para as interpretações geométricas e físicas será muito útil pensar um par ordenado (x # 
como um vetor do plano. Para isto, fixaremos no plano um sistema ortogonal de coordeng 


з. Uma estrutura de espaço veto 


1 das cartesianas (o habitual) e identificaremos, então. o par (x, y) com o vetor OP, ande 08 
a origem do sistema e P o ponto de coordenadas (x, y). Esta identificação nos sugerirá corti 
| somar pares ordenados e como multiplicar um par ordenado por um escalar a partir då 
operações sobre vetores, que suporemos conhecidas. 

O leitor não terá dificuldade alguma em generalizar os conceitos deste capítulo para 0 ЇН] 
n = 3, onde IR" indica o conjunto de todas as n-uplas ordenadas (хі, Ху, ...+ XQ) dé número 
reals. [ ü 01. O número 


| ODUTO ESCALAR. PERPENDICULARISMO 


ayas + bib 


6.2. O ESPACO VETORIAL IR: 
Ese produto escalar dos vetores (aj, bj) € (dz. һы) © indica-se por (ау. Ру} * (az, 


— —3 


Identificando (x, y) com o vetor OP e indicando por i e j os vetores associat 
respectivamente, a (1, 0) e (0, 1) resulta da teoria dos vetores que OP = xi + yj | m ES 
20 1. O produto escalar dos vetores (2, 3) e (1, 5) € 
i E plo DPS se E 
| e queo produto escalar de dois vetores 21 um número. 


Vetores R= = (ap bh v = (аҙ. ba) e w = (аз, Ву) € 
imediata as FM «propiedades do produto escalar: 


seja A um escalar; sáo de 





ho os 


Г 1 4 ' А Ж q А É e 
E imediato que se A é um escalar, isto é, um número real, então, AGP = ОРІ. опа | 
Е У ч (comutativa) 


Р ¡E Р А 7; 
o ponto de coordenadas (Ах, Ау). Por outro lado, зе OQ é o vetor associado а (5, pne se 5 
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иш. С coe аә o _у 

(1) [a + v]-w=4u w= y -w (distributiva) i | 

Vu ES. ғ = => 21 # FIM -ы 

Fn eim edd | b) = a +b? + as + hi -2 (а? + bj 495 + bz cos Be, portanto, 
e E: 


q | = Jag bl lu? + bl 
ч " Li " „Г De 
Estamos interessados, a seguir, em definir perpendicularismo ou ortogoi ; 


~ 
o В 
Ob em. ] 


vetores do IR*. Consideremos os vetores % = (ay, bie pa = (аз, Ьу). Va Ea E 
dois vetores aplicados no ponto P — (x, y) do plano. тоз Blháres 


. += + => 
йу) 4-u=0 4-4 =0< н = (0, 0). 


„Ё 


S EAT 
қа 


аз + hib» 
| cos 8 = жетек 


Б 2 
af by yaj + b) 





ad 4 | ho n + bye у = (an by) serão perpendiculares se e somente se о p dead 
5 3 h i j y i | Ь jJ com {a} ba) for nulo. Nada mais natural, então, do que à seguinte шш 
Р 


Dizemos que os vetores (ay, bj) € (ау, b») sào perpendiculares ou ortogonais se 
d (a, by) É (da, ba) = o 


fic Es notação de produto escalar, a equação da reta г que passa pelo pon- 


ЁТ . "er E E lhar 
5 Je que é perpendicular à direção do vetor п = (а, Р) * (0, 0). Vamos o 
А e В são extremidades de » € v,respectivamente. Temos EE é 


сао mo ponto Po = ру). 
— — , m 
ОА = OP + u = (x, У) + (01, Ву) = (х + ау,у th) 1 y п 
п 
, zu 
— EV - 
OB = OP + v = (x y) + (а), ba) = (x + an y + by). 





ES 
А = {х + ayy + bye B=(x + as, y + ba). 3 бегіепсе à reta r se e somente se o vetor P — Ро for perpendicular a п = 
асас da reta que passa pelo ponto Po = (Xp. yo) е é perpendicular а dire- 


Vamos, agora, aplicar a lei dos cossenos ao triángulo АРВ para determinar cos 0 БН 
= (a, b) é 


mos 


--2 --2 --2 -- -- c 
АВ = AP + PRE o —2 AP- PÊ cos) n-(P—P)-70 
onde AB é a distância de A a B, AP de Aa Ре PB de P a B. Como 


кае 


a? +0 bh (a, b) * [(х. y) — Gi. y93] = 9. 
AB = ao a? 5 — b. 


— (x i E. (x — Xp. Y — Yo): segue que a equação acima é equivalente a 


қ 


АР 





2 2 ах + by = с 
{а th Y 


Yo: E n — (a, b) é um vetor perpendicular à tal reta. 
T eter Т e a equacáo da reta que passa pelo ponto (1, 2) e que é perpendicu- 
vetor n = (71,3). 
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RT em ne a equação, na forma vetorial, da reta que passa pelo ponto (3, 
Jicular à reta 2x — 3y = 7. 


Solução 


A equação da reta é 4 4 ; Ў | ; 

ЛЕ Ере | b. 

Doce. p = (2, —3) é perpendicular à reta 2x — ду =. 

ode a 20-13) PE рур Po = (1, 2). Assim, a equação da reta é UN E. a reta que passa pelo ponto (3, — 1) e que seja paralela ao vetor qus 
ração da reta pedida é 


CLI wy- 0,21 = 0 р“ 
5^ (ку) = (3. 1) +10, -3. 1€ IR. 


И 3 АС os de produto escalar e de ortogonalismo sáo análogos aos do IR: 

ou ainda айым (n. by, сү) (gy, ba, со) = ауаҙ + bib, + creo 
= + dy 5 = 0). b pen) 1 (а, ba, 03) e (a Бү, сү) (а). ba, c3) = 

nação vetorial da reta que passa pelo ponto (хо, Уо. 20) € que ё paralela à 


P 4% b, c) + (0, 0, 0) é 
p 


Consideremos, agora, o vetor v = (m, n), com (m, n) & (0, 0), aplicado no oni 
(Xp. Yo). Na figura seguinte, representamos a reta r que passa pelo ponto Рі) = сой 
tem a direção do vetor v = (т, n). 7 бу 2) = (хо No. zy) + t (a, b, с), t € IB. 

o ріс dà id passa pelo ponto Ру = (xp. Yo» zo) e que é perpendicular à direção 
а, b, ET (0, 0, 0) é 


(a, b, c) (0х. у, 22 — Оңу Yo 29150 


М т (P-PQ=0 


2 H 





! ) | E o de equação 
Por semelhança de triángulos, para todo P = (x, y) na reta ғ, existe / tal que E . 
1 i. ax + by + сі = d 


х= xq = т ү. : à a 
1 3 пси la "à d ге 
у ур = їп, 3 ш É 


ес tação da reta que passa pelo ponto (1, 2) e que seja paralela à direção do vetor 


OT 


É = X + tm 3 i Jum l. ^ imo 


cão do vetor n = (a, Б, с). 
Pois bem, 


ГЕ IR 
psg 3 
sf à. "n in Ax + ду 2. 
são as equações paramétricas da reta que passa pelo ponto Рр = (Xp, уд) e é paro n n vetor cuja direção seja paralela à reta y 


reção do vetor v= (т. п). Em notação vetorial, esta reta pode ser expressa па 10/7 nea e асла дүлей que passa pelo ponta (1. ) є que seja paralela à reta 
( T Di i 


— 8 
а 


(х. у) = Очу yg) + tGn, п), r€ IR. Рр | dy = A 
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F Er HM 
3 ponto dado e que seja paralelo aos vetores 4 € v 

5. Determine um vetor cuja йтгесйо seja paralela à reta dada. | a equação do plano que passa pelo E 

PC bx y-l 6 TEE > 

с}2х — ay = d dx + 2у = 3 ЕС De v =(2.1,—1) 

| | E. 

6. Determine um vetor cuja direção seja perpendicular à reta dada. | | e B. —1,3)е v =(1,1,1) 

d)?x + v = 1 Б 3х — у= 3 E d п edet е 

A 3 7 r = стар com au Av # 0. Verifique que 

сўх + Зу=2 d) 2х — 3y = г. | E ue + V (vj. V5 уз) 
7. Determine a equação vetorial da reta que passa pelo ponto dado е que seja paralela à teta к (х,у, 2) = (хо. ур. Z9) + 5 Tiv ud tE IR) 

а) (2, -5)ex—-y-1 b), -2)e2x + у= 3, TES À 4 а ced 

Б. ы | кош 

8. Determine a equação vetorial da reta que passa pelo ponto dado e que seja perpendicular: oria 1 do plano que passa por xp. Ус, 0 e que é perpendicular a п Hena 

dada. kd ~ E- Sos ES? 

п}(1„2)е2х+у=3 Ьу(2,—2)ех + Зу = 1. E | VETOR. PROPRIEDADES 
9. Dengue a ейиасйо do plano que passa pelo ponto dado e que seja perpendic la rà dir 

do vetor E dada. 

> E TE mI 

aid l)e a= {2,1,3 b)(2,1, -C1)e n = (2,1, 2) | Й lr у) 11 [хк 
10. Determine a equação vetorial da reta que passa pelo ponto dado e que seja perpendie dicular аве nor na do vetor (x, у). 

plano dado. : E 

а)(0,1,-Пелх%2у-:-3 Бу (2,1, –1)е2х +у+ i=] 

=: mé 1 ; E zi » 

11. Sejam ш = (aj, bj, суе v = (ар, ba, су) dois vetores do ІН”. Definimos o prodita vel $ A P 


13. 


. Determine a equação vetorial da reta que passa pelo ponto (1, 2, — 1) e que seja pe т : 








=} 


=> = => E 
de и por у, ҷие se indica н ^» v, por А norma de (x, y) é o compri 


mento do vetor UF. 


+ э o: da E PE 4 
uav = ар b а | = (усә сіз) i Жіп a0) J + (015) — а РН E BE ЕТЕНЕ 
ар b с) А (Ху) = x^ + y”, segue ll (x, y) ll = JG Y): Go у). 
: 3 қ їн B 


— + = | 
onde i -(1,0,0, | —(0,1.0)e & = (0,0, 1). Verifique que 


: — -э 
к е сеу esigualdade de Schwarz) Quaisquer que sejam os vetores и, v Че 
A = — — 
һу “Av ¿ortogonal a uc àv. ек ж = > 
25 —› — — — — — -= Iu: villa Iivi. 
ua Fw) = 4 A^ vc u A w onde w = (аз, by, Сз) 
— + — =} — + — 


Ф {и + урл wS u /^w + üu Ан 


às direções dos vetores р -í(l.1,.De v =(L,-2,1) i 
É o > > > 
(и ttv): (ы +1v)=0, 


= > 
Determine um vetor nào-nulo que seja ortogonal aos vetores u e v dados. 


— — 
a) Hu =(1,2 "he у = (2, 1, 2) — — =} — q > =} 


=" Es bh u-u-ct2tu-v tiv: v =p 
b) а =(3,2,-D)e v -і-1,2,1) us 
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— + — 3 
ecomo u + и = Па 15 resúlta, para todo г, 
Е == 
- 2 jx 
ЕЕ => > 24742 addio es 
lul + 2/ и + v +e iyl S D: 


















logo, E | 
MA u IE = ТАТ z M. i 
А = (2u: -Alul lly = г = ерге сао 
| ES nuo у) = lla a v + ШУ. 
e, portanto, y я 
С "nm jad e de Schwarz 
la c vl dl н Гу Л. ш 1 г С 
С E u+ v <= у. 
' E " +. E m 
Segue do teorema acima que quaisquer que sejam os vetores não-nulos и” 5 
tem-se ЖА E 
pd ` E E —+ — —» — + — 2 
PP = Mal 2l ul e + ПУН = (Іші ІІ) 
— — E 
Hv ; 
-І|ж----- = 1, | 
+ — | 
Hal ML ve I q | 


= — =з - 
à КЕ = vi ш 
Portanto, existe um único número real 8, 0 = 0 = т, tal que lg + у= Па У 


ЕБ 7 
T => ~ — — 
v 


OU Hoc = jia ||]! y ЇЇ cos В. 


COS ü = ] par : o IR" ін ES 3) as concellos e resultados desta Sep ao. 


— 
HuW lv torma do vetor dado. 


— — 


Este número real 6 denomina-se dngulo entre os vetores и e у. 


b) v = 0,1,3) 


a" Dod 
=. сй 3 , : De 0.1.» Ü дуу ={—,—) 
Teorema 2. Quaisquer que sejam os vetores u e v de IR^ e qualquer que seja a, E. E 2 3 
escalar À tem-se: М, М. 


- 
гиз) um vetor qualquer de IR, Mostre que ll a HE m lah P = 1,2,3. 


A С 2 | x 
NI) ull = Ql ull 0 5 u = (0,0). 53 
N2) ПА u ll = ТАПАН. E 
N3) (Desigualdade triangular) 


; — 
Mi. 5. + ШЫ) um vetor do IR" (n = 2). Mostre que Hu ll=laLí= 1, P NT x 
н w 
H, үу lois vetores quaisquer do IR". Verifique que 


- — — 


‚ och -— 
Ін + vii = llall + vi. Е АБЕД 


: А Е Е > —+ 
ЕЕ" 


шашы "MES ui vl. 
r 
МІ) Imediata. | E. e - 
S - i. DE м... Y.) vetores quaisquer do IR”, Mostre que 
N2) Pondo u = (x. y) tem-se dii iro eu Ey) E у = (иу, Vos sss Уд) Vetores QUEISQ 


„Ч - = 
ME lac >К ai bm enr 


HA ull = WA; у) Il = (Ах, Ay) Il = (A) + (Ау)2. 
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= À 


3 | > => > > | 
7, Sejam w e v vetores quaisquer do IR". Prove: res não-nulos do IR". Mostre que lu ^ vli — Bell vilsen 0, onde #ё 


— E -- Жа ESO — 
u Lov elu vil*-Ilul*-I vi. 


= 
A 
HT. r 


=$ = 5% 


: | тай — E 3 
8. seja Н um vetor qualquer do IR". Prove que së ug p = 0, раға тойо E € Ip 7" E que sejam ué vem IB 
= ; - IH т j | 
= 0. à C 
E c {йн Iv Hos HE ETE v HT 
MEL A EA ma | | : 
9. Sejam u, v, ii vetores iid tais que = = аи + f v.comae f reais, Sunon a 
— A E _ 
unitários (llo Fel ҮП = 1) e ortogonais, Prove que a = u > w ев= y. E INTO АВЕЕТО. PONTO DE ACUMULACAO 
x e — “+ к ; ndn Lv E. 


10. Sejam w e v vetores do IR". Dizemosque u e v sãoli rmente i. "n d i 
1 4 іпсағтетге independente: B uto do IR? er > O um real. O conjunto 
| А + -+ > d ET - 
quer que sejam os reais ee B. sewu + фу = 0 ,entioa = B = 0. Prove gue y E. e 
ú В que u sim (x, y) € IR* (х,у) — Gg. х0) ME г} 
e V = (vj, va) são linearmente independentes se e somente se 


MER 


Hj ону 
Бетта de centro (ху, vo) е rato r. 


v 1 Y 


+ 0. 








| — =} == : A т = 1 
11. Sejam 4. v, w vetores quaisquer do IR”. Prove que se и e v forem linea ente indeper 
та E азда Fm к . a 252 ЖЫ + 
dentes, então existirão (e serão únicos) reais e c B tais que и = ои +Br. 


. > — y Ж > э — 
12. Sejam u c v dois vetores unitários e ortogonais do IR^. Prove que u e v são lir 
independentes. РУ [CERES Le o MS" 
Е рз: 5 2 = REST NA 
13. Sejum и e v dois vetores unitários e ortogonais do IR". Prove que para todo w dé IRA ter [5234] 9 D s PO enm 
— ә > ә = == — o 
se (Ww — w* ири t(M руу, he н 
pesce 
: - > = > > : vue | 
14. Sejam u, v e w vetores do IR?. Dizemos que и, ve w são linearmente indepe = 
Ф 
-+ — 1 


se, quaisquer que sejamos reais a, Be y. se о P. +Br+ yw = @ .entào æ = В = у=: 
а de centro (хо, yo) e raio r é o conjunto de todos os pontos “inter- 


y 3 пешо de | го (хо, ур) е raio 7. 
H n E | m : 
dentes sc e somente se Е E ik zü E Ё um subconjunto não-vazio de IR^. Dizemos que (xo. yg) E À é um ponto interior 
E 4 І "2 Е 5 RENE ab 
ир му мз a ла aberta de centro (xg. y) contida em А. 


Prove que и = (ui, uy, шаһ у = (vj, vac v4) e W = (wj, ws, wa) são linearmente imat 


IR T 


3 => > = —> + > ртт Ls 
iS. Sejam и, v, wer а E com, н, ve w linearmente independentes. E E M. 
que т combinação linear de u H. V no w, isto ё, que existem reais а, B e ytaisque £^. FEE $ 1x > 0 e y > 0, é ponto interior de А. 
{ ип х = Q ou у = 0, não é ponto interior de А. 
Bv yo d 4 


= + = 
16. Scjam u, v e w três vetores unitários quaisquer de ІН”, sendo dois a dois ortogor 


vae ogo, (x, у) é ponto interior de A. 
А, com x = 0 ou y = 0, então (x, у) não é ponto interior de A, pois А não 


RE n E b la aberta de centro {х, y). 
; omversidade de São Paulo 106227 
EE da Escola Politécnica 


— Е 
que para todo ғ do ІА” tem-se: 


E > ә ә ZR n4 шу > > > 
F—(r-* uiu t(r vire tír: wlw 
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E raberto. А 
va x=0e y 0} não é aberto. 


é ponto interior 
A? Ix “(Je y = 0} é aberto. 


EA com x = 0 ou y = 0, náo sáo pontos interiores; logo, À não € уру 

A mir іг vi está contida em А; logo, 

não é ponto interior IE pola aberta de centro (x, y) e raio г = mín (х, » | está contida em A; dog 
[ Ж = ) 


——— 


E T2. A Е 

Е ал um subconjunto do IR? e seja (a, b) Є IR ((a, b) pode pertencer ou 

MA nos que (a, b) é ponto de acumulacáo de A se toda bola aberta de centro 

TZE AX қ A pu Н y E А | 
E pelo menos um ponto (x, y) E A, com (x, Y) 5 (a, b). | 

al LE А 


ZA a aos A | 
Definição. Seja А um subconjunto não-vazio de IR^. Dizemos que A é um conjungi 
aberto se todo ponto de A for ponto interior. 27-28 


————— А 




















Observação, Por definição, o conjunto vazio é um conjunto aberto. 





2 5 ас acá A sienifica dizer que existem 
odo. dizer que (а, 5) € ponto de acumulação de А signilica dizer q 
i + 


EXEMPLO 2. Toda bola aberta é um conjunto aberto. А distintos de (a, 5). tão próximos de (a, b) quanto se queira, 
тг] - : 5 


ão do conjunto A = x, 


Solução € д Todo (х, у), comx > 0ey > 0), é ponto de acumulaç 


Seja B uma bola aberta de centro (xp, ур) e raio r. Precisamos mostrar que todo ponto é 
yp de B é ponto interior. Seja, então, a a distância de (xj. yj) a (xg. yg). isto é, : 


£ + 


É З 1 É р T lm Is existe 
E 04 m ão é ponto de acumulação de А, рох existe 
6 >0€) > 0); o ponto | =. 1 | não ép i 


T E: 1 \ = 2. z z „А 
а = M Gg. у) = (др. ур) M. iberta de centro En Шыман ое в 


(ELA. 3+) não admite ponto de acumulação. 


С “O conjunto А | uM 
O 5. О conj bola aberta de centro (a, b) e rato ! 


Vamos mostrar que a bola aberta В de centro (ху. yj) e raio rj, com 0 € r, <л-аб 
| quer que seja o ponto (а, b) de IR”, existe uma 


contida em B. 


эп ém ponto de A distinto de (a, Б), [se (a, b) não pertence a À, basta tomar r como 
j | 


mer or das distâncias de (а, b) aos pontos (1,2), (7 1, 0) e (1,5); se ta, b) € A, basta 


23 
E 





E] 


zi ТӨСІ З с. | 2 
ig : quais dos conjuntos а seguir são aberto em IH У 





БУЕН”? y) el) 
ШУР ЄН уг 1) 
буе IR + y? Sler+y>3) 
ӘУ E IBólx=1e1<y=3) 

»e IR? [x? + xy + у « 0) 
PEIRE: + узе + уг < 16] 
E у) € IR? | ху > 01 

p Ne IR? Ix zzüev- 


Ux, УУ) Є В € I (x, y) — (xp yp ll «m n. 


Seja. então, (c, у) E B;temos 


Ї (А, у) — Gg. уо) 1 = HG, у) — Gi vj) + (ху, уу) 7 Gg. yo) II 
= Fix, v) — Gu. у) IE (ху, у) — Qu yg) W < гу + & UR 


tá | = 


© conjunto dos pontos de acumulação do conjunto dado. 


Logo, (x, у) € B. Portanto, B está contido em B. 1» € IR? Ie вуг |) 








116 


+ сы 


'un 


E 


=d 


2 


. Defina bola aberta de centro (x, yo, za) é raio r > 0 no IR". Interprete geometricg 
. Defina bola aberta, conjunto aberto e ponto de acumulação no IR. 


e : é > . 
“Sejam А e B dois subconjuntos do IAS. Prove que se A e B forem abertos então A UB. 
Е : EA 


. Seja F um subconjunto do IR^. Dizemos que Fé um conjunto fechado se o conjunto de tod 


| Es Кык: З y 
- Suponha que o conjunto B, ВС ІН”, não seja aberto. Pode-se concluir que В é fechado? зій 


. Dizemos que A С ІА é um conjunto limitado se existir um m > O tal que ЇЇ (x, УМ мў 
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+ Г E - 
5) f(x. y) € IR" Ix e y inteiros) 


^q 4 
с) T -.1 Jn * O natural | 
п 


d) [Gc y) Є ІА21х + y m 1) 
eux ӘЕІҢІсе-|,1<у<2) 
D {ix y) Е IR | хе y racionais) 














pi 


Tenia 


7 


CÃO DE UMA VARIÁVEL КЕЛІ. 
VALORES EM IR". CURVAS 


Б. ` 


também seráo. 


Suponha que, para cada natural л, A, é um subconjunto aberto do ІҢ. veja Ha reunião T 
os 4, e C a intersecção de todos os А,. Pergunta-se: B é aberto? C é aberto? 1 ustifique. 1 


(x, y) nào-pertencentes а F for aberto. Verifique quais dos conjuntos a seguir são fechades 
а) [i v) E IR? 1x? 4 y = 1). 
Б) ix y) E IR 1x Oe y = 0]. 
c) ita, y) E IR 1x e y inteiros}. 
d) Ma y) E ІВ 1x e v racionais). 
e) d Я 

D IR ы 

gitx me Н lx=1,13%y=3] 
R) {х УУ € IR" 1x = 1,1 ж=у 


by” 


B e " І : 
E о DE UMA VARIÁVEL REAL A VALORES EM ІН 
| E a valores em IR? é uma função F : A — IR^. onde А Ы 
a a cada real Є А, um único vetor F (1) е 
Suporemos sempre que А ou € 


incáo de uma variável real 
пило de IR. Uma tal função associ 
Tinto А é o domínio de F e será indicada por D p- 
о ou uma reunião de intervalos. O conjunto 


não? Justifique. 


todo (x, y) E A, Prove que se A for limitado e se A contiver um número infinito de pontos, el E É ImF-iF(nelR Ire DE) 
А admitirá pelo menos um ponto de acumulação. A afirmação continua verdadeira sé шай 
hipóteses for omitida? | 


Ly n] 5 
Е SEE . - ; “trico. € * descrito por 
ои trajetória de Е. А imagem de F é o lugar geométrico, em ІН j 


i Ж ndo 1 varia em Dp. 

01. Seja F a função dada por F (1) = (1, 20. 
(0) e F (1). 

à imagem de F. 

EOE F(1) = (1,2). 
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Б) À imagem de F é a reta de equações paramétricas |, z >: 


І 


ПЕП = е. 


EXEMPLO 2. Desenhe a imagem da função F dada рог F (0) = (f, n. 


Solução 


A imagem de F é a curva de equações paramétricas 12 2 









torno da origem е a distáncia à origem 


F (t) gira em 
рөн ue magem de F coincide com o gráfico da 


at , dend ҙа +00, Observe que a i 
= D (co »rdenadas polares). 


i Ea imagem da função E dada por F (f) = (2 cos r, sen ry. rc o, 27]. 





x 
— = COS Í 
Fa 


P zu and = sent 
A imagem de F coincide com o gráfico da parábola y = x. E pan j 

EXEMPLO 3. Seja F (1) = (cos t, sen 1), Є [0, 271]. Desenhe a imagem de F 3 
Solução (2 cost, sent) 


A imagem de F é a circunferência de centro na origem e raio 1. 






(cos f, sen É) 


> 
"E. А E X^ 
= |0, 277] o ponto (2 cos t, sen г) pertence à elipse uo +y = l. Por 


na elipse, existe 1 E |0, 277] tal que 


ASTA. 
NEUE 
аР 


- 5 2 сөзі (por qué?) 


eu 
y—senf 


EXEMPLO 4. Seja F (f) = (e coste sent), f = 0. Desenhe a imagem Оа 
Solução | 


Ей) = e (cost sent) 2. Ғій-і,і * 1) 


ПЕ (01 = «Me! cos г)? + (e! sen tr 


4, F(= ii гу 
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5 F(n- A г) | 
7. F (t) = (cos t, 2 sen ғ) 


Ф F (f) = (sent, sen г) 


6. F () = 02, 0) 


8. F (1) = (sent, sen Г) 


E 


F= (42 COS f, 2 sen В 3 E d E- | 


H. F(r) — (e' cos re sen rn (2 0 12. F (1) = (sen t, r) 


7.2. FUNCAO DE ИМА VARIÁVEL REAL А VALORES ЕМІ | 


Uma função de uma variável real a valores em IR? é uma função F: A — (py? EE 
subcon junto de IR. Uma tal função associa, a cada г E A, um único vetor E (1) € IR > To 
ou trajetória de Fé o lugar geométrico, em IR^, descrito por F (A, quando + varia e ien. 


% 


EXEMPLO 1. Desenhe a imagem de F (0) = (tt n.t=0 
Solução 


А imagem de F é a semi-reta de equações paramétricas 


ta 


EXEMPLO 2. Desenhe a imagem de F (1) = (cos t, sen г, 1). 
Solucao 


D em de F é uma circunferência situada no plano z = 1, com centro no él 
raio 1. 


Т 


E 
d 
E | E > 0 


РР —, Es 
le sente ИЕЛ! 





| (= n ££ 41-12, у 


ЕЧ 
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a imagem de F (f) = (cos t, sen г, br), t = 0, onde b > O é um real 


енсе circular reta. Quando г varia em [0, +=[, а projeção de F (1). 
a circunferência x = cos f, y = Sen г, ао passo que а projeção 
e um movimento uniforme, com equação z = br. 


EE 7 ke п 
jecessário considerar funções de uma variável real a valores em IH 
mplos exibem funções de uma variável real a valores em ІН eem 


(n A, Ie i^y. БЕІН, é uma função de uma variável real a valores em 


(1) = (cos r, sen г, г”, г, 1°), 1 € IR, é uma função de uma variável real а 


b) Егу = (1,1, г), >= 0 
Ду Е ту =(1,0,0, E ІК 
ҺЕШ = (1, cos t sent). rm 0 


h) F (1) = (cos У, sen 1, ecu. = 0 


РЕЦ) = (= 0 
т) F = (sen 7, sen 1, 42 cos г), О s 1 27 
o) FQ) = (1 + seni | + sent, cost), 


т 
-iE 


2 


T 
э . 
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a) Determine o dominio de F, 


lar 
T FQ: Су) + F5(0: G3 (0 +. ЕЕ СС é о produto escala 


1 Gs. E 4.0 J 
3 ndo aqui F = (Ру Er "M ao yet = (C. pa n 
b) Calcule F E ) | i: E Ação F/^AG:A— IR? dada por 
3, Determine o dominio, xum > ^ | 
5 Ж; J : 
(AG) (1) = FIDA Сї) -- Б (г) I^ (1) Ру) 
! KORL Сту (1) Cair) 





F — 72 з 
6 | An do a 
` ] 


nn 
=ч 
“. 


» produto vetorial de F e G. onde 


b) F (t) = | d a {2 — 1? , arctg t | 
! A — 
CENTER Р e E . Ps 
AE. a B| ==, суш - F(06:01 id 
7.3. OPERAÇÕES COM FUNÇÕES DE UMA VARIÁVEL REAL 4 HO Ga) 


— 

VALORES EM IR" E (0.6; 0) Р 0 65 (0) JA TF 0 GG — F1 (G Gi OD К. 
Seja F: A — IR^ uma fungáo de uma variável real a valores em IR"; entáo exis PE 
únicas, n funções a valores reais F; : A — IR, i = 1, 2. 3, ..., n, tais que, qualquer qué 
IEA, Я 


| e 11 da Sec. 6.3). 
: = (cos 3I, 
03. Sejam qs funções Ё, G e f. es em IR, e dadas por F (0) cos 
i po-e r',arctg ne f(t) = e [emos 
ЕЁ (гу = EP (т), Psy ЖЕЛІ | 
1 io escalar de Fe G ёа função Н dada por 
Tais funções são denominadas funções componentes de F. Escreveremos F = ЕШ F. a 


Fm) para indicar a função cujas componentes são Fj, Fa, ..., Fo | Д 


Ну = F(- G() = 3cos3t+r senté arctg 1. 


E ; ad AT 
EXEMPLO 1. Seja F (1) = (cos г, sen r, г). : E IR. As componentes de F são as пей uto p de F pela o escalar fé a ERR сока 8и ІН dada i 


Fə, Ға definidas em ІН e dadas, respectivamente, por x = cos т, у = sen геге і. FD E H os ^i; sen 2t. / 2 = = te сов Me sen 2n e Cr 


EXEMPLO 2. Seja F (гу = (т, «t, sen 3r, arctg à), г = 0. As componentes de À são as 


i à i уе de Fe G é а função а valores em IR^ dada por 
ções Р p P3 Ез, F4 dadas por Ғ, (t) Е КУЙ) x. Fa (0) = cen He Fr (й = шеші E. 


{ = 0, E fi k | 
Sejam F, G : A — IR" duas funções de uma variável real a valores em IR J: Аз | 2 =, 
COS Sf; sen 27 je = 
uma função a valores reais e A uma constante, Definimos: e 3 
BE г arctg 1 


ауа função F + б А — IR” dada por | 2 o 
id | =} 3 : |. 

. ? s : [5 е n 2t == 5 VET M E Ж. cos Ar arcte Do) | + (r cos M — 3 sen дг k. 

(F+ Gy = Ft Gio 2 c 70 à 

inção de | uma variável real a valores em IR” será freqüentemente indicada com a 


denomina-se sema de Fe G. 3 
Oria T 


b) a função AF: A — IR" dada por 1 E 
à l E ü — > 3 СТ, 

(АР) ау = kE 0) 9 4. Sejam'as funções F e G dadas por F () = (t f, De G(0 = (3,1). 

е o produto de E pela constante К. F 

c) a função f - F: A — IR" dada por I > E 2$ 

| PM. EU b) tF (1) 

E FO = FO f£) bl қ > 

| IMP | УС (1) d) 2F (1) + 3G (D. 
é o produto de E pela função escalar f. E E 

d) a função FG: A — ІН dada por 


i-i 

EL 

.1Ш 
4 


© (1) = B -+ + 24 = 5 +. 


E. 


(Ғ- D (D = Fo Gt) 
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-—+ 
DIF (t) — t (t, r^, 2) = (É, г, Ar). 


> э > 

24 = E ЖЫ : Em E. Я : 
QN WB Cod dd ue E sepe ppp gc dur 
C EE. : 


ou seja, 





3 


—} S ^ z 
F (D /* G (n = (г q 


lo + 6 





—+ 7 — $ 7 
A AM xo е 67 h 































г: 


| ae 8 2» 0, tal que F (1) permanece па bola aberta B, (L) quando / percorre o 
Di: sia Fuma função F de uma variável com valores em IR" e seja L Є IR”, Mostre que 


--% — р > 
DLF Ппү+ 3б (у= 2 (0, г. 2) +343, 1,1) = (rt 9,2r + 35,4 + ЭЛ). 


Exercicios 23 === 


— =} А 
|. Sejam F (f) = (7, seni, 2) e G (D — (3, 5 1), Calcule 


E E LE 3 : = 
a) Е) G (n bje F (0) : lm-F()-L«e lim НР) Li =Ù. 
r t t—> dy 
— } zx — г 
єй] F id-2 Gi d) FA G (n E - 
Ss E + — E Q0 > => > 2 D À Ve>0,95>0 talque УЕ De 
2. Calcule ri) x h onde Р) = +2] ге хуг j TERME ^ Jim F(n-L«e üt Inl сс» BF Lies 
4 + — » — — = ==} INR ns 


: Ес Г 1 
3. Calcule ийїї vd onde u (r= senri tcostj ЖІК e v (ù= senti %соег) 5 Br. YWe=>0.35>0 tal que Vt€ Dr 
а з MEN О tlds s Fae El 01< e 

4. Sejam Е, С, Н três funções definidas em А C IR e a valores em ЇН”. Verifique que 3 . 
> > н ә > > > SE 
DFAG=-GÁAF b Е-{С + Ну= F- G + ЖАШ 


! — ly 


e | lim IE — LI — 0. 


y acima nos diz que se F (t) tende а L, para t — tg. então a distância de E (Uta 
BEI) tende а zero, para t — to, е reciprocamente. 

e der onstrar o próximo teorema, lembramos que se, X «хүл Е In. 
1i = 1,2, пухи = xl, ou seja, o comprimento de X é maior ou igual ao módulo 
er uma de suas componentes (veja Exerc. 4 — 6.4). 

go a, F = (КОРЕ. <n F,) uma função de uma variável com valores em IR" e 
Bieb -s Ln) Є IR": temos 


EL (к, (O — Li, Fa (0) — Ls FO 7 Lp). 


7.4. LIMITE E CONTINUIDADE 


Antes de definirmos limites faremos a seguinte observação: sempre que estive Da 
dando com função de uma variável real ficará subentendido que o dominio ой ¿umi 
valo ou uma reunido de intervalos, : 


L 


s acima, resulta: 


E BF ()-—LImIF 0DO--LIQG-1.2,... n). 


«Е. y : A "T С J "m по: 

Definição 1. Seja F uma função de uma variável real a valores em ІА" е sejá tg s à 
zo г " : - ЇЙ 

ponto do domínio de F ou extremidade de um dos intervalos que compoem ош З 

. - | + Pr 

nio de F. Dizemos que F (г) tende a L, LE IR", quando t tende а то, е eScreve E ; 

Ч Е mu р ' қ i Т Ы a a 

. An : io teorema nos diz que li 'Xislirá se e somente se existirem e forem 

lim F (t) = L, se para todo e > 0 dado, existir б > O tal que, para todo é € Dp. б S q m А (f) existirá se e somente se 


Қан mites das ї 1, 2 S £ > ў 
th БЕ Уаз componentes F; de F. Além disso, se, para і = 1, 2. .... n, acontecer 


EL; então lun Fi) =L= Es codi 


Eta 


Oclr-—fmlc5llF(n-—LWI«e. 





- 





Observação 


I Fi) - LI ee ЕЕ В, 0) E E RE Fa) uma função de uma variável com valores em | 
3 MES ies т, , EMO 
onde B, (L) é a bola aberta de centro Le raio є: Bl) = [Y € IR" II Y — LIS e) E: | É 


| 
| 
| 
" - өй OI i =] E: hm = - УТЕ 
A figura seguinte nos dá uma visão geométrica do significado de Пт F (Q F. A (ту = Le ИП PAS Lais l, 2, М; 
tio E A l n 


Caso н = 2: 


Чы 
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Demonsiração 
Vamos provar primeiro a implicação 


lim Fi) =L= Im F;¡(f) = L; 
I — fg 


De lim F()= Lsegueque lim П (0) — Ll = 0, Por outro lado, para todo i = 1,2, .... n, | 
js : 


кезй 


IF,(n — Lil = Il F 40) — LM. 
Pelo teorema do confronto, 


lim WE үгү Lj) = боп lim Е, (f) = L; 


1 h [t 


Reciprocamente, de lim F; (tr) = L; para i = 1, 2, ..., n, segue que 


i — ta 





(dim А002 +05 0) LX +t 0) : 


Ff, 
e, portanto, lim ll F(r — L I| = 0; logo. 
I = dg 


lim Fi)=L m 





pes sent > E == 
EXEMPLO 1. Seja F (1) = i + +3) j. Calcule lim F (4). 
f 


г 0 


Solução 





= 0 
—+ 
EXEMPLO 2. Seja F (1) = (cos t, sen t, 0). Calcule lim 
hU 


Solução 


— > 
A г) (звис сөз! sen (1 + А) —sent | 


h h i h 
De 
605 (14h) = 
ja ENO O eo > ini 
п = 0 h RU h 
segue 


+ + 
Fit--R)— Fin 
A=>0 h 










— ; — — 
lim P (o = [ tim =) i + (im @ +») j 
150 


—+ — 
F (rt b — Fit 


sen (t+ A)- sentí 


= (—sen |, cos t, 1). 


Função de uma Variável Real a Valores em IR". Curvas 127 


" D próximo exemplo nos diz que o limite de um produto escalar é igual ao produto esca- 
г dos limites, desde que tais limites existam. 

4 > > 
XEMPLO 3. Sejam F = (Fp Fo... Еде G = (Су. G5. ..., G,) duas funções de uma 
riável com valores em IR". Suponha que 
р. —+ => Ң — - 

lin Ғір-а е lm С = b 
" t— to i —> Ip 
E — zc 
b a (ads same b = (by by Ра) Mostre que 


> > =® су 
lm F бій-а- Б. 


É — h 


PO G h = F, (0 G (H + Fa (h Gat) +... + Fp (0 Gr (0). 


іт F (09 a — lim F,()- арі = l2 ... nt. 
E — iy — =} t — 1 
lim G (n2 b > lim G;() = b. i h2 onh 
г ty I= o 


1 


=> > 
lim F (0: G (n ^ lim Р, [FECE ORE Е lim E, (0 6G, (0 
1 ty 1— ta кеін у 
-а + agyba +... Жата” b. 


г ição 2. Sejam А: A — IR" e 1 € A. Definimos: 


F é contínua em іре» lim F (t) = F (tg). 


I— ty 


os que Fé contínua em B C À se E for contínua em todo + E B; dizemos, simples- 
e Fé contínua se for contínua em cada г de seu dominio. 
a anterior, resulta que F serd contínua em ty se е somente se cada componente 








fuos E lr - = 
im F (1), onde ҒІір- | 1 E Pen | 
1 ps E 





2% ax ES s. 
) Е (8, onde F (г) = [x E e) 
! ! 


ЯТ 
ғ (onde ғ {t = i + т іл. 
t t 


\ =! 
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— + 1 E S 
2.Sejam F = (Еу. Р... Fi), С = (G4. G5. --.. G4) duas funções de uma variável real а valores — nonstração 


=} ra E М 
em IR" e fuma função de uma variável real a valores reais, Suponha que um F (Руш «13 b. (0) – Е (to) | At В п) AN- Fr (to) Fa (1) — En 00) ) É Ig. 
— — — ыз а 1 E = mer ады х SEI ы DRE тоел 777 = 
lim G (h= be lim f(0 = Londe a = (араз. au РЁ (Б. Бо, bue L real Prove Ж t— 10 t— 10 ru р 


ES iy [— ty 


ЕО) F (o) existirá se е somente se existirem e 


— — Е — г. 
a) lim [F (п+ G(D]7 а + В. B. = ior. lim 
ST: Ж x о tec ma da seção anterior, HS == 
b) lim fi) FiN=La. * tcs wo eU tie em, se 
Qum = finitos os limites lim үй ps EL Ep сап. Logo, F será deriva 0 
lim Pq^GOS о Лр Э) 8 tm M. 
c um і і = а m : m =. 
; MEUS \ ' ( “mente se cada componente O for. Teremos então: 
3. Determine o conjunto dos pontos de continuidade. Justifique a resposta. E 
= — — 


-—F 
КЕШКЕ gy ad ouk 
Ff і-% г day м. 


Ға с = | p. Bp АУ gu fe e) | 


rus L— 7 с: 7 A" Y э! r= № 
БЕ (= 4-1 pug р+к. E i 
— + E =} ша: > cx y @ 1 «сіз, 
4. Sejam F, G :A— IR ef: A — IB continuas em ty E A. Frovequc Р + G.fFF.F- 6 ES 
> — EM E _ am қ x 
são continuas em fg. Sen = 3. F ^ G também é contínua em fp. | ^ F' (y = (A (to). Fy (to) En 00), m 


NE... КИ a 3 o ә E - 
5. Sejam F : A— IR e G :A— IR", Suponha lim F (= O equell G (D) ll M para todo 3 


E. — Я 
TA a] сыы: ur ay -ul 
r € А, onde M > O é um real fixo. Prove. Seem A sl PLO 1. Seja F (1) = (sen ке oy tide 


= 


- — - — — 
a) lim F (n- C (0-70 Бу lim FINA Gis O b) ^ (0) 


t< [+ 1 
“a — 
6. Seja Fla 5] ^ ІН! continua. Prove que existe M > O tal que ll F (0 Ils M em [a, bl. 
. 
BET у = (sen 30' (е7), 0 = (3 соз 3r 2r 1) 


: d 


7.5. DERIVADA 


Definição 1. Sejam F : A — IR" e 1, € A. Definimos а derivada de F em t, por 
















—+ 
m Ға)- Fito) akan Ur =N, et DX 
І 
desde que o limite exista. À dE 
e ¡— (0) = (3,0, 1). 
Se F admite derivada em 19, então diremos que F é derivável ou diferenciá vel em fp. Di- E =” x >, ЕН. 
zemos que F é derivável em B C Dp se о for em cada + € B. Dizemos, simplesmente, que EMPLO 2. Seja r (0 = Er амды te ds Calcule. 
é derivável ou diferenciável se o for em cada ponto de seu domínio. p EA 
b) а? ғ 
di? 





Teorema 1. Sejam F = (F4. Fo, .... Fp) e ty pertencente ao domínio de F, Então, F 
será derivável em д se e somente se cada componente de F o for; além disso, se F for 
derivável em г) 


F' (tg) = (Е (19), El Qo), ++» 00). 
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— E 
dr P 2 "um =. P | =) 
= ДОЛУ Ж ==: Бле" es 3 a reta t E ce 
zi i pueden d M equacáo da reta tangente em 1 é 
— $ 
d? ғ > 16; z- pt (£| dF (ғ) 
d dr? iss ТЫ б Е К 


ДЕ Ке. 
Seja, agora, F : A— IR? е seja 1 E A. Geometricamente, vemos m (10) como um “vetor E 


tangente” à trajetória de F, no ponto F (15). (x, y) — (S. xe | +А | Ed 2) A & IR. 
| 2 


2 ы 
ДЕ | vocé o desenho da trajetória де F e da reta tangente. 
e ix PLO 4. Seja F (f) = (t 1, 1). Determine а equação da reta tangente no ponto F (1). 
\ F (0) 4 йо 
/ 5. (D - d. LIX EE = (1, 1, 27); assim, Z, (1) = (1, 1,2). A equação da reta tangente em 
rr E (to) рє 





ДЕ 
Х=Е{\)+А qp AEIR, 
Fir) — Fita) : 

бойу 


é paralelo ao vetor F (1) — E (tp) К зз, 


ix у, z) = (1,1,1)+ А{1,1.2),АЄ!Н. 


ЁО) F0 vende ao “vetor tangente" = (15) à trajetória de Fem Ру). 
t— tp 


Quando t — ty, 


— — RE 
Teorema 2. Sejam F, G : A — IR". f: A— IR deriváveis em А, Então, f - F e 


ДЕ та 
A ] Ta ы e " Ы Tr л —+ 
Definição 2. Seja F : A — IR derivável em ду com Pu (ty) # 0. Dizemos que JUS мешайт едо EAD 





= (15) é um vetor tangente à trajetória de F, em F (19). A reta E á P = E 2” 4? 
XE WI ші (19). A € IR d À a di 
"NOMEN... латы _4Е э э dG 
denomina-se reta tangente à trajetória de F no ponto F (fg). b) z БАР aii e = ho CE ET 
А же f І [ 


А reta tangente à trajetória de F no ponto Ғ (tp) €, então, por definição, a reta passando 


dF => 

| e ie. ca => E 
pelo ponto F (ty) e paralela ao vetor tangente E (19). с) E CE AEE — Son esp Ж dês 
: f 


EXEMPLO 3. Seja F (1) = (cos £, sen г), г € IR. Determine a equação da reta tangente à 


E a т E LE» 
trajetória de F no ponto F (2) E: tragado 

aremos a demonstração no caso yr = 3. 
Solucdo E = 
а) F =(Р\, Е, F4); como fé uma função a valores reais 


т QU ae ad E (2) JI o à r 
Е|—|=|- =, 5 = ——[—-l-|-X 3521 t 1 | | 
) | ) ааа ыт” | 2 Б XO F (0 = FO F, (0. (0 ғ, OSO Fs () 
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а 
Ей 
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o E 
FRA Gat b) Ел GO _ 
Fita ы O Рл GU) 


h 
— => 
+ А) + РО) ^ Gen F (t ^ Gt 


= Um 


para todo Е А, 
S en P ues ЕШ d 
a Uo Lor (LORO аға RO, У 


b. "Gu һ)— P) ^ Сб 


De 
а OF = ОР H x 
zu 1 60] — £^ GF GO) + f) Б) Qn Ee қ T 
d QEU (rM EF -- 
ке ГІЛІ) Fa (г) | =[' (1) F5 (8 + Ға) El (1) 
É ifr (n]-7f' | Nu 3 2 ҒЫ 46 (1) 
dr 143 POBRE) 54 {+ F (1) a 
resulta: ic : 
E [f É UE tpm do ai E TR T E 46 
dr А | ( 10, Буй), Баз)» fem (г), BOE ELF. mue DUO RU TM 
ou seja, 3 E. y 
a > |R" derivável e tal que IF (91 = k, Мт Є А, К constante. 
f dt dt 4 ki E T d Fi 
q Н. Eh . — ()=0 
| | 3 Eno Ы 


pu > 
Бу F = (Fi fa EG = (Су, G3, б). г 
к.б it M іе icamente по caso n = 2. 
P^ С = Рибу + Е, + FíG,. E geometrica 
— E a 
ПЕ (у= qFG- Ей) 


б] = — [FG] + À £ - аң Ў 
a 1 m di [Falo] + de [F36G,] = meae 


d ГЕ. 
di x 
ағ dG dE d | 
+ 6, + F 2 , 803 Сз 
EA o Saca PEE 
— 
биш» IF (бй? = Е e Fa); 
а? | 
e dh ағ, аб m 
~. G= E des 
ш астас ағы E Fo Р = 2. 
e M. 
em А, 
=} a 
p. 40 4б\ ас dG A 
F = H 7 d > = 
3 Fi di + E d + Ғұ d FREUE F i0] - 0, 
resulta 
— =} 
| > ағ 
To: Ға Fo ——0-0 
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= 
com valores em IR”, Suponha que F (1) = 0 рага todo гет É 


e como o produto escalar é comutativo 
= {k}, das o. Ка) E IR? tal que F (4) = k para todo г em f. 


+ nida no intervalo Ге 


25 IF existe uma constante 
2E ys roe B 4 EN 1: ^: rivável até a 2.º ordem em É Suponha que exista um real À tal 
dt a [=> IRE, Гішегу alo, der 
X E. — — 
Part: Peat : A i TAA — E RSRS 2 
Portanto, para todo 1 € А, à ЖЕ 2% Е (б = АЕ (t). Prove que F (0) A EX in é constante em /. 
is , F E ra todo х E ñ di 2 гії 
Т: | 
F (г) 3 (1) = 0, y —+ n^ : Б ғ == 
x не r |I IR? seja derivável até a 2.* ordem e que, para todo г = O, 


-— 12 que 


сез > 4ДЕ . = : 
Assim, sendo ll F (ІІ constante, os vetores Е (He E - (1) serão ortogonais, Er (l2 t. 








di E: 
— ль ЖЕ E —# р 
: au Eri UR — + Жы 3 EE г Ар -ӛз | d ғ d r гї r E 
Interpretação geométrica no caso п = 2. Seja F (1) = (F (0, F5 (0); sendo | F q Bue ==" em |0, +. |. 
constante e igual a £ (k > 0), a trajetória descrita por CF; (1), Es (t) está contida na спеў E di di di 
feréncia de centro na origem e raio К; como a (1) é tangente à trajetória 4% (t) ü М : ЖКО СЫ E E E 
nai x dt й а Y ja 8 о ângulo entre r € uu -опста que er 


=} 


ser tangente à circunferência e deve, portanto, ser ortogonal ao vetor de posição F (gj 
| |2*ordem. Prove quese r (04 


7 definida em IR, com valores em ІН”. e derivável até é 
: = 





E Ч os У "a RES. im IR 
Ir) for constante em ІН, então r (04 p dics Poem 
«Е 8°, I intervalo, derivável até a 2º ordem. Suponha que r (7) fornega a posição, 
Ы: 1 — 
Estante +, de um ponto P que se move no espaço. Definimos а velocidade v (0) e a acelera- 
ET í Ў , а) + p — 
э E 3 dr d ам ES ten E н 
E (D de P. no instante z, por: v (D = —— (e a (0 = — (0 = —3- (1), Determine 
2 ^ di dt dr? 
LI. D > 
He a (I) sendo: 
E B. „— — — + › Ys 
А n an n шы зш у= у; + ғ : ; (= сог i sent f ТІК 
Баланста [WWW (0 =! E +r j+r4 к | b) r (rh — cost i senti у 
ES 8 Oo — => > + 
-+ ; d 


2 I) = m - vor, onde m e vo serão dois vetores fixos em IR 
z TE HS E A E 
lL Calcule е - 





— ы rmn LEES Qe — 





2 E | | қ 
di dt MIS вуг ap t^. onde m. vp e ap são constantes, 
E D : 2 
a) F 0) = Qr,e ,Inir 91». E D -э e 
El eue uh 1 > — Ente se move no espaço de modo que ll v. (7) 1 = & para todo r, onde £ > 0 é uma constan- 
b) B (іе АНТ” d юс 1 FATE К =: zi 
€ › 2% Дд Eque vit) a (1) = O para todo г. Interprete. 
c) F (r) sensi i t cosdt j —e B doe É ET 
3 i = H irairiiri "inci a dado ШЕ 12 Үл S vir) = 
2. Determine a equação da reta tangente à trajetória da função dada, no ponto dae RAMITA = O para todo г. Faça Т in = - onde v {гу = Il v. {ñ ll. Prove que 
ч v(0) 
mă E 
a) F(r) = (cosr sent, re | — 4 dT 
5 т d CH — 





bGin-u.0eG(l) 1 So ortogonais. 


uM MT B 
AFi = |, t [e (2) ES „- 
UD LET E — 7 

d) F (ry = (Pc. in r)eF(b dio di 
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zH 


— — E. z A т келей 7 Ts i 
10. Seja т () = асоѕит i + bsenwt j onde а, b c w são constantes náo-nulas, Mostre que [ 15. Seja F : 1 — ІА" derivável em ду Є Ге seja E (Ar) o erro que se comete na aproximação do 


acréscimo “F (1 FAD — F ip” por “E? (цу) АҒ”, Prove que E (Ағ) tende а O mais rapida- 











—ф 
2 E (А сүр 
Sd Е e Fa mente que Ar, quando Аг tende a zero. isto €, que lim ы. = 0. Prove. ainda, que para 
di^ ad 
2% — É cu M Ға, + AN — Fl + Ar 2 
11. Sejam F е б definidas e deriváveis no intervalo fe com valores em IR”. Suponha que para todo a E IR", com a # F'(ry. lim E ам + 0. 
Pe — Ar — О 
ағ аш қ қ vu zi : )€ IR" 1 1 NEN H А A Р ; 
tudo EL — ($ = "e (1). Prove que existe um vetor с = (с, €» on Ep al que Observação. A função linear de ІА em IR dada por Аг — F^ (1) Ar denomina-se diferencial 
= —› | > de Fem ty F ip + AN — Fit = F' dig) Ar + EXAN, onde li кап 0 
Pra — г == E .4 == x 
G ()  F {ñ+ c paratodor Ef. qo п 5% Қ ып A 


> > 
12. Determine г = r {ñ sabendo que 


1.6. INTEGRAL 





dr = RE zt М - n | 5 
y — =: i +2 Кет (s i +j F ejam К [а, b] — IR uma função, P: a = fy fq x 1 <... n = be, para cada é 
E © 1,2,...,m, seja c; um ponto de [2, .. 4. tjl. O vetor 
E 
d^ оз > y > = Tuc 252 E. EN 
b) — = {ү pet es e Оов е ug ws ET 
V m BC X PAN 
ae Т xd 
i СА к dard 7 + E с x (0) = x en pmina-se soma de Riemann de F relativa á pum P c aos pontos сү. 
UN | 402 ты 


Diz emos que X F (c;) Ar, tende ao vetor үз Є IR", quando máx At; — О, e escreve- 


3 E Ej . 
13. (Regra da cadeia). Scjam t > u(r) tE Lu F (uy € IR", u E J, funções deriváveis. onde гей 


[eJ po cioe alos em IR. Suponha que, para todo г € J, u (т) E J. Prove que a função H dada 


т > EE 
lim Y F(r)An L 


por H in = T (н {r,r E F, é derivável e que 
| máx Аг — (0 p=] 


ara todo є = O dado, existir à > O que só depende de e, mas não da particular escolha 
p tal que 
— 


іп — XT 
E Ғ ісу) aec L 
i=] 


F 
onde ra deve ser calculado em m = ts (1) 


n = E, 








3 
14. E MM Bu (A = cos Ё i 4 senÜ |, ua(H) = —senG i +cos0 je r (0=pl) Up 


ara t ісі | 
(0 (ry), com 8- die p= pin deriváveis até a 2% ordem num intervalo /. e SR Е та иы ие, 
i O vetor L. que quando existe é único (verifique), denomina-se integral (de Riemann) 
pe 
ОРИ dp "es ав e dip “Verifique que EE em [a, 5] e indica-se por Е (D dt. Assim, por definição, 
di d P B T 


— o 


d 
a) жыл = дир (#). 


; m = 
lim 2 Ғ (су) Ar; 





máx А; >Ü р | 


“Seja Е = (F4, Es, ..., F,,) definida em |а, 5]. Deixamos a cargo do leitor verificar que 


d — QM 

b) — [ug (] 7 -Anp (0). 
dr | | será imegrável em |а, 5] se e somente se cada componente de F o for; além disso. sc 
— =» IE 


c) v = рир + pon. F for integrável em [а, b], então 


—r 


b — 
d) a =|p- рі)? TM videns 


h h h 
Prats 1 Fito) dr. | E (1) 4қ ее ПТ! ) 
ql а aa 





338 mida val П 


е E > > 
Se F for integrável em (а, b] e С uma primitiva de F em (а, b] tere 


b > — э 
f F (dt = С(Ьу— С (а). 
a 

De fato: 


entáo 


b—> h b 
| төй] ноа. | Fr (ry ut; .. 
Gy (5) — Сі (a), G5 (b) — 


— 


б (a), . 
2% 
С (а). 


г ж = 
EXEMPLO 1. Calcule [| [ri БЕ te 


Solução 


| э ә | 
i hoic p gp кта | 
1 
2 


EXEMPLO 2. Suponha F continua em [а, 5]. Prove que 


b — 
[| Foa = 
"i 








TU 
F оја 


Solução 


m cx b o— "ma x 
Sendo F contínua em la, P]. ll F ll também será; logo, І Il F (йй existe. | 
u 


2 ѓоа | 














т — b = mo == 
y ЕА — | F(pdil zl Y FipA: 
i=l a i—1 
assim, de 
> b ә 
{йш Fepar-[ Раа 
máx år — 0 = | a 
segue 
lim > Р At; Find 
йл E i |- | 7 us | 








T E (1) dt 


gie (b), 
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al [ Ponle 5 WF (сї. 
T 


|Т ! Y А 





| E СГ f 
bep = lim Ci IAM 
E^ od] máx А 0 | iz 1 i 
E.. т => 
ыс. = lim E MF (e MA? 
; 2 You máx Ai, => Ü j=l 


b = 
= | ИЕ (уй 
Z1 


44 


g Ao 


——7 


1 => BOSA 
JM |f Рза |= | IF (тїї. 
== |), | 


ы HN 


1 
CER 
2 Е- ==} 

F- + k Үкі 


e p^ L 
Пах 

m 
%: 
ims 


m суш 


E; 5 pe Же Я? m ES 
ШИ + jp+ékeG0=i+ j + К. Calcule 


E pc > 
yA G ауа h) [, F (t) - G (ndr 


Шы, 


үт. = "e. 
] — IR" contínua e seja С (1) = |! Е (ху ds, 1 € la. b]. Prove que, para todo 


— 


-— 
LB (у= Fin. 
di 


Orca, dependendo do tempo г, que atua sobre uma partícula entre os instantes 
YF integrável em [ty, fa], © vetor 
ч. 


К — Кесе 
бл: 1 zi F (0 di 


i ED c. 
Se | mpuls о de F no intervalo de tempo (11,151. Calcule o impulso de F no intervalo 
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-— 
5. Suponha que F {гу ёа força resultante que atua, no instante г, sobre uma partícula de massa т 


— 
que se move no espaço, Mostre que o impulso de F no intervalo de tempo |11, t5] é igual à 
variação da quantidade de movimento, isto é, 


no— => — 
Риу тоьо mr] 
f 


=> > 
onde v4 e ғ) são, respectivamente, as velocidades nos instantes f e ts. (Sugestão: pela lei de 


=> > 
Newton F (f) m a (10) 


7.7. COMPRIMENTO DE CURVA 


Seja / um intervalo em IR. Uma curva y em IR", definida em 7, é uma função у: /— IR". 
Uma curva em IR", definida em 1, nada mais é, então, do que uma função de uma variá- 
vel real a valores em IR". Segue que tudo o que dissemos anteriormente aplica-se às curvas. 


EXEMPLO 1. Seja y (1) = (1, arctg 0, 1 € IR, uma curva em IR. 


a) Desenhe a imagem de y. 5 
b) Determine uma curva & : IR — IR^ tal que уз бе Im y = Im à. 


Solução 
х= 1 
а) a E t € IR. 


A imagem de y coincide com a gráfico de y = arctg x. 





b) it) = (г. агсїр Py, ¿E І. 


Observação. Sejam A C IR" e y: / — IR" tais que т y = A; é comum referir-se a y como 
uma parametrizagóo do conjunto À. Assim, toda curva y pode ser olhada como uma 
parametrizacáo de sua imagem. O exemplo anterior mostra-nos que um mesmo conjunto 
pode admitir parametrizagóes diferentes. 
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osso objetivo, a seguir, é definir comprimento de curva em IR". Para motivar tal 
nição, trabalharemos com uma curva em ІН”, Seja, então, y : [a, b] — IR? uma curva 

. Sendo Р:а = ty tj X ту <... E f, = b uma partição qualquer de (а, b], indi- 
mos por L (y, Р) o comprimento da poligonal de vértices Ea ту Ру = S ous 


= Уб): 


Liy. P) = > ll y (23 — yG; рі 


'omando-se, por exemplo, Pia = fj € Ho f Xu md mn = b Liy, P) seráo 
primento da poligonal de vértices Py = Y (fy), P, = yt... Ps = уй). 





Ly, P) = уй) — yg) ll My (3) — Ү( +... + M ys) — y) M. 


uponhamos y = (y. уз) derivável em (а, b] e seja P : a = fg < 1 < ... Et, = buma 
ição qualquer de (а, b]. Temos 


ДБ opus Т (= ye Ж Ізгі ууш ӘР 


WEAS n (tj) Y (ғ) 


төрүү, (i -1) Y, (fi = 12) 


teorema do valor médio, existem t; e t; em ] t; р, f [ tais que 


yi 4 — yi GG; D = yi D р) 


ya (GDE PER) 


JU seja, 


уі Gp — v (td yil) А е Y Abe y -pF ү? (6) Ақ. 
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Substituindo em (1) vem: ` ; d 1 Д > xy 
= = TEC oOo g у=үзф tEla b] 
бу = уб Die JU GOP HE Ar 9 | zc ys) 
eH Е 
Dai a ce E = 
о. uut roms k Ee o la, (de Y (E) 
Ф 10Р) = È Мб ТЫН” E á f (е) «(2 «(S | ж 


alcı Do comprimento da curva y dada por 


e E E 1 4 
Pus х= 0, == 
E i =P fis | | 


y а 3 | Ж 
EN... do ЖТ 2) a [E yae di 
E le | À zi es | 


aça de variável 


Supondo у’ contínua em [a, 5]. Il y (0 Il = yu GP + Qa OX ser 


nua em |а, b] e, portanto, integrável neste intervalo: 
аў 


b | do MET GREC и 
[venas tm È уеп? +626002 à 
,-зді- 


1 


Embora (2) não seja soma de Riemann da к (т = Пу Ro ll, t € [a, b] 





razoável esperar que, para máx Ar; — 0, А (y, P) tenda a р y (Il dr (vej а Ё 
Nada mais natural, então. do que a seguinte definição. ; 


Definição. Seja y : |а, b] — IR” uma curva com derivada contínua em [a,b]. D fi > n 2: — gue dt = 1 den ШЙ 
mos o comprimento L (y) da curva y por ; E 2 
= 0н = 0 
ШЕ БЕН РО 
hose ү ly cell de. == 
Es т ЧЕ 
| | D P 2 2 diens 4 sec? u du 
Observação. A definição acima estende-se para uma curva y: la, ^] — IR” qualque e dt = | 1 + tg? u = вес? a du = 3h O 
ly (r) llintegrável em |а, 5]. Ut 
3 iva de sect и 
EXEMPLO 2. Calcule o comprimento da curva y (1) = (cos г, sen t, £), 1 € IM £T [ы 
Solução 3 ju = [ес u sec? нан = seculgu — | sec u tg u tg u du 
y' (1) = (—sen 1, cos r, 1); y (0 Il = yi sen t)? + (cos 1 +15 f g 
: E. s N 
O comprimento da curva yé nn BEC MIGH І sec м (sec” и — 1) du 
27 27 I x. 
[уота | 24-2242. D | 
y i bi 2 | seo? u au = кесиши + | sec u du 
Seja y uma curva em IR? dada por 3 
IHE 
MB 7 Fe 
E ys (n) resp nt 1 q E . secu du — i secu teu + А Inl sec « + tgul К. 
dx di Р гау? [ : É. = 
: 4 Ly гіз 0% E. 
De — = f) e — = ys (f) segue ll y” (BI = m + 2) ©, CILA A Ж 
^ joe omi o (E) (E) сөн o | 


b E | 
mento de y é: к оү dt. Se у for uma curva em IR? dada р = — [sec u tg u + In (sec u + tg us 
а dt 4 
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оп seja, 


Lip = —[v2 + In(t + «42)]. 


3а 
4 
EXEMPLO 4. Calcule o comprimento da circunferência de raio А > 0, 


Solução 


y G) = (A cos 1. R sen 1), r € (0, 27]. 


c o н gpa 
L = | (=) F | : | dr = | (— R sen £r)? --(R cos Mé di. 
en 0 Y di di 0 Ji í 





ASSIM, 


a 


zT ESSE PESTE: 
Е (у = |, VR? (sen? t + cos? г) dt 


ou seja, 


іп 
1(у) = В | dt = 2mR. 


Exercícios 7.7 
1. Calcule o comprimento da curva dada. 


d) y(r) = (reos r rsen г) t E |0, 27]. 

Бру) =(2—1t++1)1€[1,2]. 

e) yid = (cos sent, e 1.1 E JO, or]. 

d yu = (е coste "sente iE [0.1]. 

е) yin) = (t, Inr, re Jl el 

fiy: 10, т] — IR? dada porr =|- cos. y =1-- sent. 


1 Ec 
gp)yr——ic-c—-e7Cyxre[-1,0] (Observação: trata-se da curva y dada por x = 1, Y = z (el + 
e ^ comr € [-1.0]) 


2, Seja y: [a, BJ —^ IR? uma curva dada em coordenadas polares por p = p (0). 8 & fa. El. 
(Observação: trata-se da curva dada por x = p(8) cos 8. v = pid sen 0, 0 E Га, B]). Supondo 
que р = p (68) tenha derivada contínua, verifique que 


3. Calcule o comprimento da curva dada em coordenadas polares (utilize o Exerc. 2). 


ав} з= 9. Є [O. т) np» ies oe |o. Z] 


c)p = sen 8, ВЕ (0, т] Фр=е 7.0€[0,27. 
Aproveite a oportunidade e desenhe estas trajetórias (no plano xy, сТаго!). 


4. Dé exemplos de curvas уе tais que /m y = іт д, mas que seus comprimentos sejam diferentes- 
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is. Sejam y: la. Б] — IR" e à: le d] 18" duas curvas com derivadas contínuas. Suponha que 
= exista g : [c d] — (а, b], com derivada contínua e tal que g^ (4) > О em |с, d]. Suponha, ainda, 
| е(с) = а, gid) = be. para todo e E fe, d], ё) = y (e Qu). Prove: 

1 a)im y ^ In ó ВС = (8) 

E Observação. Se as curvas de yestiverem relacionadas do modo acima descrito, então dizemos 
d | que a curva à é obtida de y pela mudanya de parámetro t = p (u) que conserva a crtentação. 


Є a Dizemos que uma curva ё: [a B] =» IR", com derivada contínua, está parametrizada pelo com- 
pL primento de arco se ll & (s)Il = 1, para todo s € [e, B]. Verifique que cada uma das curvas 
| abaixo está parametrizada pelo comprimento de arco. Interprete o parámetro s. 


7 ] а) ĝis} = (cos s, sen s). s = 0 


E Ьу O(s) = [n cos = R sen 5) s = 0 onde & > (0 é um real fixo. 


4 Ao ТӘЖ 
суа) = |——.——[|[=0 
E | | 45. үз | 
É: ]. Seja y: la. Р] — IR". com derivada contínua, e tal que гу (9 11% Oem fa, 2]. Seja s: [a, b] — IR 
E Г 
г dada por s (1) = | Illy" (нй йн. 
2 i 
a) Verifique que a função s = + (r) é inversivel e seja t = 1 (s) sua inversa. 
T b) Verifique que a curva 8: [0, L] — IR" (L é o comprimento de y) dada por 
: біз) = уур 


está parametrizada pelo comprimento de arco. Dizemos que à é a reparametrizagdo de y 
pelo comprimento de arco. 

8. Reparametrize pelo comprimento de arco a curva y dada. 

Eo уб = (27+ 1,3 — 0,420, 

TH y (0 = (2cosr 2 sen r1), £z б, 

Ic) y (D = (cos г, sen 1, г), rm D. 

3 4) үш) = (e cos t, e sen n, r = 0. 

}. Seja Yodo IR? uma curva derivável até a 2. ordem, com ll y" (0 I x 0 no intervalo /. Seja 


Sur 
Шү (HI 





E. 1 => 

Es = [ Il y Cu HE du, 1 € 1, com ty fixo em /. Sejam, ainda, 7 (1) = o versor de тү (f) 
q S —k ds — — 

EC r (s) dada рог г (s) = T (1), onde t = ris). Mostre que 


EB o 


Eo 4T e УОЛУ) уй) (у) yw 
E d Wy Co? | 
B. d "(rb y" С М — y" My Cr) y 
72 t ыр] БӘРІДЕ oS EXC ty y RUE наннан 
| ds ТЕТЫ 
> БЕ 2-5) Е HS 


1 


Il y^ (r1 


onde = r (s). 


146 


10. 


Um Curso de Cálculo — Vol. H 


— E 

di t 

Observação. O número k (s) = | E (5) | denomina-se curvatura da curva y no ponto Ут, = Y 
+ pr 





Fix), Se k (s) É 0, o número pis) = | 
Кз) 


vação geométrica para tal definição é a seguinte: para As suficientemente pequeno o trecho 


(de comprimento Аз) da curva y pode ser olhado como um arco de circunferéncia de centro De 5 


raio p (s) (aproximadamente). Sendo A0 (radianos) o ângulo entre os vetores ғ {rje Т (аз + А} | 


segue que Ай será, entáo, a medida do ángulo РОО. 


— 
fos As) 


Газ) © 





T (s + Аз) 


— = 
Ad=llr (s åy 1 {жй 
Temos: 


> ES 
Жөке Asc dau 


Pa AA 


Ах різ) АР ou pis) = Ag 


Calcule a curvatura e o raio de curvatura da curva ҮЧ) = (КЁ cos tr, Ж sen r iR > О fixo). 


‚ Seja y: 4 — IR? parametrizada pelo comprimento de arco (isto é: Il у (s) ll = 1 para todo s ЄЙ. 


а) Verifique que, para todo s € 7, k (э) = ll y" (s) 11, onde k (х) é a curvatura em y (4). 
Б) Prove que se & (s) = 0, para todo s, então y é uma reta, 


‚ Uma partícula move-se no plano de modo que no instante / sua posição seja y (ғ). Suponha que, 
— 


: — — А | — t (1) 
para todos ll v. (ту Ov (n = y {еси T (n T 
vit 





= 
onde кіт = Il у (туй. Prove que 


— 
mo. da À 
a) T e —— são ortogonals, 
f 
5 — 
QU > lpe = =з di 
Бу а = ЕТ T + — n, onde n éoversorde “а °° PU o raio de curvatura de yem уй. 
p і 


7 E F { i 
- Seja y: [а, b] — IR* uma curva com derivada contínua е com componentes yy e ys Cy = (Үн 


»»SseaP:a-iycnenesx їп — b uma partição qualquer de |а, b]. 


a) Prove que quaisquer que sejam E, t &€[5-—3515](F-..2,..., п) tem-se: 









É O raio de curvatura de yem y(f) t = t(sY A, i ! { 


с) Prove que 
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| E Дуйшо Ato An - X Аб? +19002 А = 
ізі 


і-і 


БАТ" 


i=] 


3 (Sugestáo: utilize a desigualdade 


fogo es чы сызыш 
Ке sp — Jo? duo ll 





b Sejam c; e ср os pontos de mínimo e de máximo, respectivamente, de уз em | tj — p f l- 


E Prove que 


H 


P = = — ы; КЫ EI E im 
E У Гу G)-yxiGM An s E ya (с) An — z o ei Ai: 
13 =] Ae 


= 


i-1 


n EIE Те” Ё 
іп ү GP +095 DP An = [y'en ar. 
máx Аг 0; — | a 


E Ш Ма b r 
y y te) Ar = lim E vote) dt; = | y2 оа) 
máx Ar = DU p=] t 


Sugestão: — lim 
mis Ae — р | 
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de especificar o dominio, ficando implicito, 


muitas vezes. | a 
tido a regra em ques 


| genos. 
e p, deis bconjunto do IR^ para o qual faz sen 


a do “maior su 


ariáveis reais a valores reais dada por f (x, y) : 


8 


| sen função de duas v 


de fé o conjunto de todos os pares (x, y) de números reais, com х + у, 
pini 1 


i ar (x, v) no número real 
ie» е IR Г: + y]. Esta função transforma o par (х, v) 


FUNCOES DE VÁRIAS VARIÁVE 
REAIS A VALORES Reais | 


2. Seja fa função do exemplo anterior. Calcule 


Бура + ba- b) 


A maioria das relações que ocorrem na física, economia e, de modo geral, па matum 
traduzida por funções de duas, trés e mais variáveis reais: daí a conveniência dë umes 
detalhado de tais funções. E 

Neste capítulo e nos seguintes daremos ênfase ao estudo das funções reais de duasy 
áveis reals, e o leitor não terá dificuldade em generalizar os resultados para funções dei 
de duas variáveis, já que não há diferenças importantes. 


E b+ Bb. cH 
€ BEES (а-в) b 


Есе graficamente o domínio da função, f dada por 


pepe Tab. 


8.1. FUNCOES DE DUAS VARIÁVEIS REAIS A VALORES "КЕЛЕ 


de fé o conjunto de todos os pares (x, y), com y — x=0€ l- y = 0: D;— lix 


Uma função de duas variáveis reais a valores reais é uma função f: A — IR, onde е 
Жк хеуж= lj 


subconj junto de IR^. Uma tal função associa, a cada par (x, v) € A, um único número fs 
IR. O conjunto À é o domínio de fe será indicado por Ру. O conjunto 


їт{ = {fœ n) e In los ЕН 


é a imagem de f. As palavras aplicação e transformação são sinónimas de função. 





4. Seja fa funca 
JG, yi R E fa função dada por 


Ea | 
3 (x, y) => zonde 7 = 5x^y — Зх. 
m X62 = fx, у) = 51 y — Зх. Na equação acima, + e y estão sendo vistas co- 


| | | E Pendentes : omínio de fé o IR”. 
шаны QU TS ы 3 entes e z como variável dependente. Observe que o d fé 
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números reais dados, a soma é estendida a todas as 





03 DM > "rir rs a x Ti *e ET 1 "i г 4.4 | — : + i Y 
EXEMPLO 5. Represente graficamente o domínio da função w = f (u, y) dada n ы M fixo е OS amn ` são п pE 
| A. 2 А RM a is. da inequacáo лт = E 
| uw + y + и = |, w 22 0. п m e n naturals 1 
| І 2 olinomial. 

3 Solução EY —. BE - ay + 42 éuma funcáo poli 
| 2 py А EN ес ру +:c, onde a, b, c sao reais dados, é uma função polinomial; tal função 

U t +w=1lw=0= мш = 41 — y? — ү. U рус, 
| fun do gum. 
| Assim, fé a função dada por f(u, v) = 41— u^ — y? , Seu domínio é o conjunto de 8. (Função linear). Toda função f: IR^ — ІН dada рог 

н. v) com 1 — 4^ — v^ z 0. | 
| (и, v) f(x y) = ax + by 
: | 2 Bi 0 2 іш | : 
— н zu + vx |, [ "es m RNC MUT 
is dados denomina-se função linear. Toda função linear € uma função atım. 


O domínio de fé o círculo de raio 1 e centro na origem. 4 E T 
) 9. (Função racional). Toda função f dada por 











E. Я pix у) 

i fi у) = — 

2m E gix, У) 

ір io funções polipomials, denomina-se função racional. O domínio de fé o con- 

HE пелет La (x, y) + 0). 

TE 

| des Y é uma à função racional. Seu domínio é p = jw ME IR? + y). 
: EX 

5 | y 

i а = 3 + | 

n EXEMPLO 6. Represente graficamente o domínio da função z = f (x, y) dada — E | é uma função racional; D, = ІН”. 


E 10. (Função жое Uma função f: A — IR. A С IR^, denomina-se fun- 
"d de grau А se 


1 F 
; ау Д, 


Solução ^4 
.2 B 3 i VE E ET E 
хк 0) ух. Е | | Тахау- г fi у) 


E y) € A tais que (x, Ту) E А. 





Sos Уху. + y” é homogénea de grau 2. De fato, 


+ 


f(x 19) =3 (097 + 5 (x) йу) + ауу = 2 (3х + 5ху + y) 


f (tx, ty) = г. fi». 
x 


f xe? 
ü i2 + é homogênea de grau — 1. 





А região hachurada m} 


P-—x у) A qu а О = (xv) пао pertence а 
Dy, pois y = д. Dy. pois v = 17. o dominio de f 
EXEMPLO 7. (Função polinomial). Uma função polinomial de duas variáveis 
lores reais é uma função f: IR? — IR dada por " 
Sta, у) = 2. аһу" Ж ах ѓу) = р 2 4 E ! f(x v) 
i É i 12 (x? + y?) Бы. 


m m^ =p 
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C) f(x, v) = 2x + y + 5 não é homogénea. (Por qué?) 


Extra ы у ———— 
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DE CURVAS DE NÍVEL 


E dx y) € A, uma função real de duas variáveis reais. O conjunto 
Co — ; 

| Seja f (x, үз = Зх + Әу. Calcule С, = [ (x. y. z) - ІН” | = fia, y), (A, у) Ес A) 
Bs о espaço de u 
А. nsado co mo 0 
o domínio de f. 


mp, = 15 b) f (a, x) | o | 
m sistema ortogonal de coordenadas cartesianas, O gráfico ш 
E lugar geométrico descrito pelo ponto Lx, y. f ix, y, quando 


Fla v + Др Fi l'a 
| — L- .- d а. Ir І ЕД y) 
li n s 


. - y 
2. Seja f (x, y) = ай? 
(дұ 


а) Determine o dominio. 
b) Calcule f (Zu + v, v — и]. 









3. Represente graficamente o domínio da função z = f(x, v) dada por 
(x, y, f (x. у)) 
2 А есу 
Tar ERAS >=0 b Fix, v) = AER 
| Гоу) = e 
d үк imr a 
) 3 TÉ == ; 7 " : 
зе =й ux EXE й) = ја (057 + y 1) 
гі 2 o а AA E | 
өртене ck т] А = ТУ 
"T 
2 > 2 xc | 
jd + у +; = |00 й} = = = 
тү E 3 | iáveis não é tarefa fácil 
; 7 ; ES ке 2 3 Bin ca função de duas variáveis não е Lareta Тасы. 
4 Seja Fi {Н IR uma função linear. Sabendo que f£ (1, O) 2efí(0, 17 = 3, Е tação geométrica do gráfico de uma EAS оте E 
т БЫ Ы B DH Дз ш Ji ) 2 8 étrica da função, langa-se mao de 


ão, quando se pretende ter uma visão geom 
de nivel, cuja representação geométrica é sempre m 
2да função. | | | I 
EG. y) uma função e c € Im f. O conjunto de todos os pontos (x, y) de гуа» 
“е denomina-se curva de nivel de f correspondente ao nível; = c. Assim, fé 


f (x, y). " | 
a ais fácil de ser obtida do 
5. Verifique se a função é homogénea. Em caso afirmativo, determine o grau de ПОШ 


dade. de Dptais 


1 2 + TE 
um E | bre cada curva de nível 
қ | 4 4 : 
» = — =з м; ' = Tr 4 Lu E E P 2 a à E E 
DE pep ics ES : def é um subconjunto do IF. Uma curva de nivel é um subconjunto do domínio 
| йо ІВ“. 
| $ 4 | 2 y 
ӘЙ - Sy ы +3 ШЕРІ = у ст i: : ! : Е 
WU j E O gráfico da função constante f (x, y) = k é um plano paralelo ао plano xy. 
6. Suponha que /: IR^ — IR seja homogênea do grau 2 e / (а, b) = a para todo (a. bj. eom 3 к 


ЕЗ. 
| Calcule E: 


a) f (4 Ja, 4) b) f, 3) c) f Gc y). Qu y tu 


^ r. o. Е q 
Seja f : IR* — IR homogénea e suponha que f (a, b)= O para todo (a, 5), COME 
Mostre que f(x, v) = O para todo (x, у} + 10, 0). 


- 


A 


8. Seja g | (0, 271 — IR uma função dada. Prove que existe uma única função fe p ^ 
homogénea de grau À = Ü, tal que, para todo e € [0, 27 [, f (cos a, sen a) = 5 (x "aa di 
cao: o Exerc. 8 nos diz que uma função homogénea fica completamente determi ceti 
se conhecem 05 valores que ela assume sobre os pontos de uma circunferência de | 
опЕСт.) 








155 


fe Is ; Reais 
Fungóes de Várias Variáveis Reais a Valores Re 


тые 

















154 Um Curso de Cálculo — Vol N 
EXEMPLO 2. O gráfico da função linear dada por z = 2x + vé um " m P o gráfico def y) = 
E É З да 
origem e normal ao vetor п = (2, 1, — 1x | һос 
| ábola | y a localizada no plano yz. 
ico de f com o plano х = (0 é a pará is гоа 
= efe > 0) é a circunferência 


) HG y, z) — (0,0, 0 қ. 
gráfico de f com o plano z 
Assim, o gráfico de fé 


Sy (бе (2, 


‚а interseção do 
eixo Oz e localizada no plano z 


3 i ibola 17 ze (Por qué?) 
em torno do eixo Oz, a parábola - ғ 


Tal plano é determinado pelas retas 
t de centro no 


E, 
n 


n 





Observe que | | E 
(0, 0, с) 








Б, а 5o y 
= == x Ur PER 


que a curva de nível f(x, у) = с nada 
áfico de f com o plano 2 = €. 


E та 


= 3 7 
әу Std situada no plano xz.? 





é uma reta situada no plano yz, enquanto ue 


EXEMPLO 3. О gráfico da função afim f dada por = ax + by + cé um plano nom 


3 fem parabolóide de rotação. Observe 


vetor л = (a, b, — 1). Tal plano é determinado pelas retas 
pjeção no plano xy.da interseção do gr 


v=0 


[x=0 WW. 
ы BOSE Lux c. 

2 Ue 

b => 0) é uma superficie 


хе 





O TI da função dada por z 
rotação. 








EXEMPLO 4. Desenhe as curvas de nivel de f (x. у) = y. 
Solução parabolóide e eliptic о. беа = b, temos О holes de 
Observamos, inicialmente. que a imagem de fé o conjunto de todos os reais z = | 
então, с = 0. A curva de nível correspondente a z = cé | 8 б. Seja fa função dada por z = Eus 
demo NM Ў | 
ЛЕ у= с ou x \ E: O domínio е a imagem. 
E de nivel. 
Assim, as curvas de nível (с > 0) são circunferências concêntricas de conteo na origel 4 in 
2 © 
cada curva de nível x^ + y^ = ca função assume sempre o mesmo valor c. А сига" 
correspondente a c = О ё o ponto (0, (0). і 
ы" С | | 5. 
7 Ш>» (0.01 < im = (zE IR Iz 2 0] 
nivel correspondente a z = c (c > 0) é 
| Жык чы Б 
=¢ our ty —— 
E 


p 

: x? + y? 
A el são então circunferências concéntricas de centro па origem. Qu. 
mio tende à zero. Por outro lado, quando c tende a zero, o таю tende а 











156 Um Curso de Cálculo — VoL H Funções de Vários Variáveis Reais a Valores Reais 157 










vel de fé então uma reta que passa pelo ponte (1, 0) e “furada” neste ponto. 
4 4 F 1 Б 1 
ico de f? (Sugestão: pegue cada curva de nivel de f e coloque-a na altura z = 








х ={ : 
c) О plano х = O intercepta o gráfico de f segundo a curva + _ 1. Para саја с 
A d 
y? 
[т=с 
, а qu - РТА, E | 
plano z = c intercepta o gráfico de fsegundo a circunferência аныз 120; 5 
л | $ И " 3 
| c v. : | Ж 
х= 0 af y) uma função e А um subconjunto de D, Seja (ху, ур) € А. Dizemos que 
fé obtido, então, girando em torno do eixo Oz, acurva {__ 1 valor máximo (resp. valor mínimo) de f em А se para todo (x, v) E A 
4. 3 E k o | | | В 
3 1 j 1 fx, y) = f Gt. yo) (resp. f(x, у) = f (xg. yg). 


гй о. que (Xy, Yo) é um ponto de máximo de f em A (resp. ponto de mínimo). 
1 
c . re cuis me ; 7 2 
HS. Sejam f(x, y) = 2х+уеА осоп junto de todos (x, y) tais que x^ + y^ = I. 
iio geometricamente, determine, caso existam, os valores máximo e mínimo de 
+ LU 


E 
zal, a curva de nível de f correspondente az = c é a reta 
E bnc с = 2X + у. 





У 





EXEMPLO 7. Considere а função f dada por 7 = 


к=] 
a) Determine o dominio e a imagem. 

b) Desenhe as curvas de nivel. 

Solução 


a) O domínio é o conjunto de todos (x, у), com x * 1. De f(2,y) = y. 
a imagem de fé IR, Assim 





D= (ix y) € IR! Ix + іре іт/гіН. у = 


min 





f z с 
b) Para cada с real, a curva de nível correspondente a z = сё 





E ` > o m AU 
fix © valor máximo de f em A, a reta (1) para z = Cmáx deve ser tangente à 


y Е " 
с-- ou улсіх-- l)(x =Æ |1). | 
$ OT qué?) Da | ү: = 
| A que) Da mesma forma, para z Coin à Teta (Т) deve ser tangente à 
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circunferência. Vamos então determinar с para que a reta (1) seja ta прене à cs 
Devemos determinar c de modo que o sistema 


ч, 


Du А СЕТ 3 3 
tenha solução única. Substituindo y = c — 2x em x^ + y” = 1 obtemos 


+ J F} ^ 
X + ic- iog = 1 ou 5x^— dex -c^— 1 


= 0 
Рага que o sistema tenha solução única, o discriminante deve ser igual a zero: 
2 2 Я 
lc? — 20 (с — 1) = 0 
ou seja, 


еа 8 


Assim, 45 é o valor máximo de fem A е — vá o valor minimo. Vamos, agora, deter 
os pontos de máximo e de mínimo, О ponto de máximo é o ponto em que a reta M 


45 tangencia a circunferência. Tal ponto é a solução do sistema 


n ... . ^ [= 

dag | 245 vã | ; EN 245 
de máximo 6: . —- | Deixamos a seu cargo verificar que CSS ' 
tes 1 m А 


ponto de mínimo. 
O próximo exemplo será utilizado posteriormente. 


^ 
2 xy 


EXEMPLO 9. Seja f (x. y) = og (x, y) E (0, 0). 


Ж \ 


a) Desenhe as curvas de nivel de f. 
b) Determine a imagem de f. 


Solução 


P ead 
2X 
a)Sec 0, р =) Sx=00u y = 0 
asy 
Para c + О, 
LE. 2 4 
алу” 2 2 Р, т = 
з д = С Sly = сх + су cx 2vy + су: 0. 
X | y 


la ii 
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z 


= E = l.c X O. 





E mos que à imagem de fé o intervalo [~ 1, П. (Por qué?) O Valer E 
d pontos, diferentes de (0, 0). da parábola x = y {с = de 


E I ar " а < 2 E 
+0. -1<с<1,@ constituida de todos os pontos (х, y) 


До em todos 05 
m сү эпаетіе à c 


neem ou à 
: Ї ^ 
E É і + 41 pon 552 2 
"Ё | p= = y 
C 
г a 
] ei 11 C е 
x= — € 
c 


d 





с>010<с<1) 1. 1—€ y: 
б 
Es NET 
E E EET, ү 
х = y 
e 


c>0(0<c<1) 


e-0 


A a : e - M ы a т A ы E ЧҮ ы а”. X c 
$à medida que c vai se aproximando de zero, а parábola de Гог: 

E | | E 

E 1 us * : mos It y 

N^, vai “abrindo” cada vez mais, enquanto x = я 

_1 е é atingido em todos os pontos, dife- 


vez mais. O valor mínimo de fé 
| | го gráfico, Vamos estudar. 


3). da parábola x = y". Para ajudá-lo a visualiza fare 
Jas curvas de nível, a variação de f sobre a reta x = |; o que UT 
Шаға variação de f (1, y) quando y varia em IR: quando y varia de —1 ax e Ы 
Жаззапао do valor 1 em (1. — 1) para o valor Oem (1,0); quando y vài D с 
Ies *. passando do valor O em (1, 0) para o valor l emi l „lj rb y) E Ned 
E e decrescente em [1. +=[. Observe que f (1, y) tende a zero par? 
—ÜG. n d 


E: 
T 
! 





A próxima figura mostra a interseção do gráfico de fcom o plano x = I. Sugerim s аи 
desenhar a interseção do gráfico de fcom o plano x = хо, onde x; + O é um real qualquer 





- Deu para ter uma idéia do gráfico de f? Desafio: tente desenhar ou fazer uma mé 
gráfico. ; ; 


b) Im f = [—1, 1]. 













КО» dada pora? + 4y *z = 


Funções de Várias Variáveis Reais a Valores Reais 161 
2 = 1,220 


І Son 
| Y xy < 1 пус = акан (х tv) 


He Kor ome "Um 
m 3 — 2 1. E 
"n E US 


2 
| Мі-і- аа yay =i 


) a x=0 


nfi у} = ху,0 = х= 1,0 = у= 1 


EE E senx О = х= тт, у 22 0 


me ac curvas de nível e determine a imagem: 





mS. 

х— 2y ES cum 
E dz= === 
у—1 





йб. у) = х? -y 


E. y, hiz= Ac E Аху d: y, 


1 zt 
QE ат v 
x? + у? 


as de nível e esboce o gráfico da função 


fi y) = іт iy + ox 47 eg. 


Т. 
gn 


4 existam, os valores máximo e mínimo de f em A; determine, também. os 


"m que estes valores são atingidos. 


EE -iyso-07 + зед = IR. 
by Іх, y) =p ea = IR. 


E: ye A = (lx, y) E If xm Осу =M. 


Hr a 
Хед = (у € IR Mx y) * (0.0). 


Jf у) ЭГЕ + уед = (х, у IR 1x + 25 = 1). 
DN ore que g (y) = / (1 — 2y. y). у € IR, fornece os valores de f sobre a reta 





Para finalizar, observamos que a denominação curva de nível varia de acordo come 
4 d A 





a função f representa, Por exemplo: se fé uma distribuição de temperatura plana, UV 
a temperatura no ponto (x, y)) as curvas de nivel denominam-se £sotermas (pontis 














ma temperatura); se fé a energia potencial de um certo campo de forças bidimeni 
curvas de nivel denominam-se curvas equiiporenciars etc. 


Exercicios 8.2 


1. Desenhe as curvas de nivel e esboce o gráfico. 


aM у= 1 у? Bf) a dy 

с) = = AY? + y dif тр = 1+ х? + y к 

ejz=5x+y+] HEN e к 
pf lrer L һу (ху) = 12, 0. = 0 


i , 
ME = үх* ij gs DBiz(x—yxm0eymU 


‚ z 


i 


| -2 = х? 4 y2 е А = І. 


i tax eA = [(x, y) € IR? 14i + y = 1,0] 

ando geometricamente, determine, caso existam, os valores máximo е mínimo de f 
como os pontos em que estes valores são atingidos. 

| 2, + y + Зе Ao conjunto de todo (x, у) tais que x = 0, у = Оех + у = 2, 

à + ye А o conjunto de todos (x, y) tais que x = 0, y = 0х + 32у = TAS 


* 


TF. 





: 2 € A o conjunto de todos (x, у) tais que — | = x = Del=y=2 
Ғ;- 


рл e A o circulo (x = ay +{(у— D = 1. 
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6. Um ponto P descreve uma curva sobre a superfície z = xy de modo que a sua projecáo Q sobre 
o plano xy descreve a curva x = 5 — ry = 1^ + 3ez = 0. Determine as alturas máxima e 


minima (em relação ao plano xv) quando г percorre o intervalo |0, 4]. 


7, Um ponto P descreve uma curva sobre o gráfico da função fix, у) = х? 


encontra mais próximo do plano xv. (Desenhe а trajctória descrita por P.) 


ұз 


8 веја мру ч ——- VU. Desenhe a imagem da curva y (f) = (хі, y (0, 2 (onde x = R cos 
X ұт 


құз Квепгег = f(x (0, y 13 CR > 0). Como é o gráfico de f? 


j Е X 
9. Mesmo exercício que o anterior para a função f(x, y) = RIO TEMOR 
wp 


10. Sejam f(x, y) = xve y (r) = tat, bt, flat, br). Desenhe a imagem de y sendo 


пүа=йер = |. be=leb=i. 


da=leb=0 Na=->—leb=1. 
11. Como é o gráfico de f(x, y) = xy? 


12. Suponha que T (x, y) = AC + оу? represente uma distribuição de temperatura no plano xy : 
T (x, y) é a temperatura, que podemos supor em “С, no ponto (x, y). 


а) Desenhe а isoterma correspondente à temperatura de 36°С. 
b) Determine o ponto de mais baixa temperatura da reta x + y = 1. 


13. Suponha que T (x, y) = 2x + y (*C) represente uma distribuição de temperatura no plano ху. 
а) Desenhe as isotermas correspondentes às temperaturas: ОЗС, PC e — 1°C. 
р) Raciocinando geometricamente, determine os pontos de mais alta e mais baixa temperatura 


do círculo x" + y^ = 4. 


14. Duas curvas de nivel podem interceptar-se? Justifique. 





8.3. FUNCOES DE TRÉS VARIÁVEIS REAIS А VALORES REAIS. 
SUPERFÍCIES DE NÍVEL 


Uma função de três variáveis reais a valores reais, definida em A C IPÊ. é uma função 
que associa, a cada terna ordenada (x, y, 2) Є А, um único número real w = f(x, y, 2). О 
gráfico de tal função é o conjunto 


С, = (y 2. и) Є ЇН 1и = Дх, vi. (xv 2€A] 


O gráfico de fé então um subconjunto do 1А“, não nos sendo possível, portanto, representá- 
lo geometricamente, Para se ter uma visão geométrica de tal função. podemos nos valer de 
suas superfícies de nível, Seja c € Im f o conjunto de todos os pontos (x, y, 2) A tais que 

Р(х, у, z) = с denomina-se superfície de nível correspondente ao nível w = c. 


EXEMPLO 1. Seja f (x. y, 2) = у, Para cada real c, a superfície de nível correspondente 4 
w = e éo plano y = е. 




















dez у? de modo que 4 
sua projeção O sobre o plano xy descreve a reta x + y = 1. Determine o ponto da curva que se 


IXEMPLO 2. As superfícies de nível de f(x. y, 2) = xi y 
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2+ E são superfícies esféricas 


centro na origem 


Ж a 
д^ dea г = С, 


E perfície de nível correspondente a c = 0 é o ponto (0, 0, 0). 
е) ок ҚОЗА 


Represente geometricamente o domínio da função dada. 


— TES 
fisy a= y Врла = li 


—- 


E Of уо = Ү1-х-у-1.х>0у>бес>0 





TETTE | 2 2 2 
йз = 1 1х1 iyl- izl eM у, = Ini +y +20 


Desenhe a superfície de nível correspondente a c = 1. 

ЖАРЫН bf уг 

. d aeri 
b. суу. 2) = d+ у Дух, уд) = х7 + Ау + 


13. Duas supertícies de nível de uma função f podem interceptar-se? Justifique. 


Limite e Continuidade 165 








KE! PLO 1. Se f (x. y) = k é uma fungáo constante, entáo, para todo (xg. yg) em im? 


lim k = К. 
(x. Y) — (ta. уп} 


9 


LIMITE E CONTINUIDADE 


(x, y) - k1=1k— kl = 0; assim, dado є > 0 e tomando-se um 8 > 0 qualquer, 


9 « Il y) — Gg vg) ll 629 1 /(х, у} — KL e 


lim fix. у) = lim К = К. 


(x, ур (ig. Yn! Ux, y) + (хо. Ул) 


MPLO 2. Se f (x. у) = x, para todo (xg. у) € ІН”, 


lim fix xh lim X = х. 
Ux, y) Ure м) (д, ур C Ул) 
9,1. LIMITE 
Esta segáo 6 quase que uma reproducao dos tópicos abordados no Cap. 3 sobre limite de 4 todo (x, у) em IRA. lx — xol = Mx y) — (Xp yo) Il. ( Verifique.) 


funções de uma variável real, razão pela qual a maioria dos resultados será enunciada em 
forma de exercicios, 
O « Il (x, у) — Gg. vg) ll = б lr- ду! xe 


Definição. Sejam /:.A C IR? — IR uma função, (xo. ур) um ponto de acumulação de 
A e L um número real. Definimos, 


0 « П, у) — Gg vg) ll « 6 => 10 y) — xol E €. 


Para todo e = O, existe é > O tal que, para todo 
lim far = £L €» Ұқ, y) e Dr. 
(512 yl (хц. ха) == T, | | prm 
O x (x, v) — (xo. уі < б->!/(х, y) — E16 Tm ЕРТ 
i (x. x) — (ху, vu) 





2 i 
MPLO 3. f (x, у) = EL tem limite em (0, 0)? Justifique. 
aep 


ção 





ialmente, vejamos como se comportam os valores f (x, у) para (x. y) próximo de (0, 0). 
o eixo Ox temos: f(x, 0) = 1, x +0. Sobre o eixo Oy, f (0, y) = — 1, y * 0. 





lim fix, y) = L significa: dado e — 0, existe ё > O tal que f(x, y) permanece em 
(x. YE Eras хуу} 


IL — e, L + el quando (x, у), (x, y) + (xp. yp). varia na bola aberta de centro (xp, угы © raio д. 


Observação. De agora em diante, sempre que falarmos que f tem limite em (xp, yg), fica 
implícito que (xp, yg) é ponto de acumulação de D; 
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Ж vação. Sejam уу e y duas curvas nas condições do Exemplo 4. Segue do exemplo 


rior que se ocorrer 


О estudo anterior nos mostra que não existe número £ tal que f(x, v) permaneça próximo de 3 
І. para (x, y) próximo de (0, О); este fato indica-nos que /пао deve ter limite em (0, 0) e não 3 


А | d | 
tem mesmo, pois, qualquer que seja L, tomando-sc € = y tem-se: E ЛЕ lim NE 
> 


I— f 


Л + Lo, então lim fix, y) não existirá. Da mésma forma, tal limite não 
E d. + ix, ү} ES. (ху. м) | | 
irá se um dos limites em (3) nào existir. 


келсе 0, 1р, 0) — LI> — para todo хз 0; 


ba | = 


S 
uisa S ы Lieb А náo existe (Exemplo 3) utilizando а 


lun 5 
(x, y) 400,0) x^ + y 


-21-- 


79 
Vejamos como provar que 


E 
+. Temos 


Assim, para todo real L. a afirmação E ação acima, Sejam y, (1) = (r, 0) е y (0 = (0, п. Seja (x, у) = EE. 


“Y uec 0,3 8 0, (x, v) € Dj, Ox (х,у) — (0,0) — 6—mlfix»-—Ll-e 
2 
КГ 

é falsa. | lim fiy С) = ш zx Eg 
Quando tivermos que provar que determinados limites não existem, o próximo exemplo “| E 
poderá nos ajudar. J 
^ . -р 

EXEMPLO 4.Suponhaque lim f(x, y) = L. Seja y uma curva em IR?, cont | lm 61057 ий 2—0 
mm = 


fa, “=> xg. Тл! 
nua em fp com y (tg) = (xg. yg) 6. para é É fg, y (D) É (x, yo) com y (0 € Dy. Prove que 


sa 


x? — y? 
i гй = 3 ос lim — —— não existe. 
m Fiyi L. з 3 E a t y 
а i t | | | | 

7 | Dbservamos que continuam válidas para funções de duas variáveis reais a valores reais 

Solução Seguintes propriedades dos limites cujas demonstrações são exatamente 120815 аз que 
em əs para funções de uma variável real (reveja o Cap, 3 do Vol. 1). 
De lim fix, у) = L segue que dado e > 0, existe 5 > 0 tal que n "T 
каны : 1. (Teorema do confronto.) Se f(x, у) = £ (x, у) = (х, y) para O < ll Gc y) — (чуу 0) 

© 0 < lc y) aa < бү РО. у) #1 < є. Se 


Sendo y contínua em ду, para todo 8, > 0 acima, existe 5 > O tal que -— n " HACI ү Ж " hix, v) 
It — lE Ssl y(r — y gll < б, 


e, portanto, tendo em vista y (t) E (ҳо. vg) para t É to, lim (х,у) = 1. 


(x. Y) — (Xp. ур? 


(2) (бе| — to Izóé6=X30=<I ү — (лү уа) Ш = бі. 2. Se lim Fix ye дӘезеір (Хх, y) | = M para O = ||{д, у) — (Ха. Уу) l| = ғ, 
da La, у) Ugo Yi) 
De (D e (2) segue d к> (eM > О кіп reais fixos, então 


limitada 


lim fü y) pix у =0 


(x, y) Uy. Yd 


Dlt- l= б<»! уй) = А1 є 
ой seja, 


lim fix y) 20e lim Lf (x, у} = 0. 


(x. y) (Xp. 03 (x. Y) Expo Yo) 


lim fiy = L- 
E do 
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4. lim fap =Le lim [Fin 2]= 0 i 0° 
іл, үр-зілі. Yat ; (х. у) = (хл, Fo) É К" -hm Fn (1)) = lim —— = O 
> 0 1—0 0= ++ 
T lim fix у) = <= lim xo * В, yg + k) = pr | 
Ur. Y) э (s. Fa) (В, Ку — (0,0) | е ғ i 
Him fOo(t)= lim -F та == 
6.Se lim (х,у) = e — lim — £(x y) = „ец E S ino EQ E 
(x, y) Exa эу} (x. y) — (хл. Fo) E y Ы У 
| 2 
r a 1 TH X a aw ota 
а) lum [Fx y) t (ху) = EL, t L^. TH E. neo existe. 
(x. v) => (ss ур) E (0,0) X^ + У 
4 Е AX ? ize Mal 
h) lum Ef v) = Ма. (k constante) 5 não é limitada! 
(xr. Y1 — Lip. Fal + у | 
c) lim ye Qo y) = LL. 
LA, 4 — Xu) = D exista 
fir, v) Li х sen Ho s h) lim à 
d) lim L = , desde que L4 + U, Eo, 0 LE. 4 „2 TAM RUNS 5 
(X, y) — bp. у) р(х, y) La E О. ) à , (x, v) — (lh, 0) «x Fy* 
| 38 A " zs 
q E * Е à 6 ; TS : UT — um ——— 
T. (Conservação do sinal.) 5e lim JG, у) = L, L> 0, então existirá de E (0. 0) Га y? d) е: 
(x, va xy. т) a Е- E Е 2 
que, para todo (x, y) € Dy F - ES У) fi lim E 
| | Pio + y (x, x) 0,9) А Y 
0 x Hx) — (хл. yai ll — 6 — fs y) > б, E С 3 
T à AY 
die cec M йт} lim Жерг; 
Y? + (0, gy ex бл. v1— (D, бу AT — y” 
EXEMPLO 5. Calcule, caso exista, lim е 3 A сее 
Сар ey ES B = (veja Exemplo 9 — Sec. 8.2) 
Solução ге a reta y (5) = (ar, bi). c RD 
hd ҮМ) (at, bt), com a^ + b^ > 0; mostre que, quaisquer que sejam a e b, 
> lim (ус) = 0 
T so M | | Am Jen 1= 0 
5-І q т q F 5 ч 1.55 i В 
XC boy c^ + y? * ualizar este resultado através das curvas de nível de f. 
E E m fi o». onde 3 (г) = (r^, г). 
! lim x= Ое | | € 1, para todo (x, y) (0, 0). Assim, Ecl 
ч, (x, v) (0, 00 k^ y^ 24 9 limite, tente prever o resultado olhando para as curvas de nível de f.) 
limitada d 235 + 
І м, E q А z 
y 2 Као у existe? Por qué? 
lim E lim с ‚=! RR. 2. 
(x, y) (0,0) x? + у? (x. y) 2 (0, 0) х2 + yo z % sausfazendo as condições do Exemplo 4. A afirmação: 
| а 5 lim E E 
eg FGE) = lim finüu»n2Le rs PE Mess 
: Jh]: 7 Қамы t+ Б a dure JM у) > 
As эги a E : X С а X. v) Hx. vo 
a EXEMPLO 6. Calcule, caso exista, lim - p йе га? Justifique 
| SO, 0} x^ + у^ 5 xs ас 
А i ТІЗЕ ле ууш 5 
Saludo wies 1 "P Hos. ы, fix y)— lah — & aident ipse NT 
ы 59 (А, ЕУІ ала Шын 
1 ТЕ А : 
ПШ ХЫР: X^ PO exista li Tih, КҮ 3 
: seja fia v) = ————- e tomemos vy, (r) = (0, re vs (f) = (1 D. "AR + m DA le Fé dad: ^ = A 
| ! БӨЛКЕ à дш. мы келен аа аа, >? 


x^ + y 
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6. Suponha que lim 
Le Y] — (ль, vy) Hoc 
Prove que 


lim go ур = hm eg). 


LT. Fi do yu) н —# {1 


Prove. ainda, que o resultado acima continua válido se supusermos e defi 
tinua em а. 


3 7 
SEÑAS + у^} 











7, Calcule lim : 
х vi — (UO, O3 bp y bam 
| | 1 
% T т г} = | 2 + „2 "3 
8. Seja f(x, v) E EM Кыз же СА СУЫ | 
"+ T 
Ш вес op med 
т fix, v) 
Calcule lim : 
Р ^ A 1 
НИТ ka ei] 
iT. y} h 
` | 3 ^ 
ы i РД 


9.2. CONTINUIDADE 
D 


Dg com (Xp, Уа) ponto de acumulação de D- Definimos: 


{continua em (xg. vg) e» lim fi 


| LA y) — Xa ja) 
[AA +. 


Se f for contínua em todos os pontos de um subconjunto A de D diremos que fé i 
em А. Diremos, simplesmente, que fé contínua se o for em todos Os pontos de seu dom 


EXEMPLO 1. А função constante f(x, y) = & é contínua, pois, 


lim f. y) = k = f Gp. yo) 


[ P k ! * [Xs ха) 
^r 
para todo (xp, yy) em IR". (veja Exemplo | — Sec, 9.1.) 
EXEMPLO 2. A função f(x, у) = x é contínua, pois, 


lim fix y) = lim x = ху = f Yo) 


(x, y) Cra. MG) (x, ү) — (Ху, Ya) 




















Рб, у) = ae lim (н) = L, compe não-definida em Ë 
de 


ni da em h Р 





Definição. Seja fuma função de duas variáveis reais a valores reais e seja (Xp. i 


х, y] = f p. уа) 
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'tf) = (1 Oe y, (D = (0, 1) vem, 


lim f(y10) = lim — —1 
1-0 1-01 
lim f(yo() = lim -----і. 
1-0 ізчәй IU 


* f(x y) пао existe, e, portanto, f nào é contínua em (0, 0). 

АЕ. a 

j zn 0) = | 
| orema nos diz que se g (u) e f(x, у) forem continuas e se fm f C D então 

sta h (х,у) = g (f 60 у)) também о sera. 


1 
| 
| Ас IR? 18 e g : B C IR — IR duas funções tais que | 
“Se f for contínua em (Xp vg) € g continua em f (xo. yg), então a composta | 


IE U (x у)) será contínua em (xy. vo). ы 


; ; continua em fixo. yo). dado е — 0, existe бу > 0 tal que 
lu уо! < дра 12 00 g Gg. yon! e. 
Lem (Xp, yo). para o à, > O acima, existe 8 > O tal que 
fixa ses 


L 


Коонго» 
GR ta, 

К 4 ll (x, y) — (Gy. yg) П = 0 —9 Ee (FG y) g Шіл, уо) 1 < € 
Р EG уу) contínua em (Xp. vg. m 


Bencia deste teorema. segue que se р (x) for contínua, então a função A dada 
X também será contínua. De fato, sendo f (x, v) = x, teremos Á (x, v) = р 
Пе f continuas, 


s ЕК КЕ С d , Я 7 - ^ T > 
бы! (А, у) = х? é contínua em 182, pois g (x) = x^ é contínua em IR. 


ir 
* 


a P А 7 
Sendo f(x, y) contínua, as compostas sen f (x, у), cos f(x, у}, [ f(x, y) ГГ etc. 





para todo (xp, ур) em 18°. (Veja Exemplo 2 — Sec. 9.1.) E 
? E m 2, Seja | : 2 з Ж 7 3 
коеш: ; i y Dar dam f: A С IR^ — IR uma funcio e у: 1 — IR? uma curva tais que 
EXEMPLO 3, A função f (x, у) = | SEU " se (x, у) x (0, 0) é continua бы fang odo EE I. Se y for contínua em fj E lef contínua em y (д), então а 
| |0 — se (x. v) LO, 0) P =} Or ()) será contínua em гд. | 


Justifique. 
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I Jemonstracdo 


my 
ЕУ 


0 se (x, y) = (0, 0) 


ШООСУ se ix, y) +00, 0) 
Fica a cargo do leitor. : 


| Y 
Sejam fix уре g (x, y) contínuas em (xp, yg) € seja k uma constante, Segue das E 





ы СЕ ^ ғ . [1 k E 2 
des dos limites que f + g, k fe f: g são, também, continuas em (xa, Yo). А Ютуб * senta tr e tx s TD 
z 2 pe D: X ip y" 
g (xg. Yo) É 0, então / será, também, continua em (xo, vg). К |i se (x, y) = (0, 0) 
| 8 3 | 
EXEMPLO 4. Seja | i: ) 
E Кай, se r<1 onde ғ = 1х, уй! 
3 - 
x- А NS. се r m 1 
| | т----т se (x, y) + (0, 0) E 0 
Jis ур | желу" À 3 
() se (x, у} = (0, 0). EU E xs | 
Е т у? мала Wen é contínua em (0, 0)? Justifique. 

Determine o conjunto dos pontos de continuidade de f. - ? o г se (x, y) = (0,0) 


mm se flor contínua em (xp. vg) С se f (ха, Y) > О, entáo existirá ғ => O tal que fix, y) => 
E y = 6x9: yo) !! Er. 

E Р. . е; i E 

im subconjunto do IR“ que goza da propriedade: quaisquer que sejam (xg. ур) € Gd, ур) ет 
Же uma curva continua y: [a, Б] — A tal que y (a) = (хо. yg) e y (5) = (ay, у). Prove que 
өтіп em A € se f (xp. yg) E т< fr. Ур), então existirá (x, y) EA tal que f (x, y) = 


Solução 


"d 
А 


Nos pontos (х, у) * (0. 0) podemos aplicar а propriedade relativa a quocientég 

Е t AS r 2 2 TE o Р > 9 
ções contínuas, pots, Der + y? são contínuas e x^ + у” não se anula nestes pontos 
estudar f com relação à continuidade no ponto (0, 0) precisamos primeiro Ver өшеді 


com o limite de / neste ponto. 


йе ¿Aplique o teorema do valor intermediário à função contínua g (£) = f(y(1). РЕ [a bL) 








Re х? 
X- i ; : = 3 : E 
lim [i у) = un EE O m б! 5 х2 + у? MC IR? ІН, A aberto, uma função contínua e seja c um número real dado. Prove que 
(x. y) — (0, 0) (x, y) + (0,0) X" ж Y (x, y) > (0, 0) unto (IEA If (x, y) € c] é aberto. 
i Ds que à Sequência de pontos ((x,. УЛ» converge a (x, v) se, dado e > O, existe um 

р 2 ар, tal 
| А Саты : Au tal que 
! Observe que lum х= (е ер == | рага todo ре Y) + (0, 0). | | "on | 
! iz. E TE) тее E nl пр = I (х, у) – (x, yl = е. 


lim fix y) = 0 = (0, 0). 


e que / ix yl веја continua em (x, y). que (х, у), „о convirja para (x, y) e que (x, 
ік, y) — (tU. 0) 


2 para ги m ay d no 12 = Fg Р я ONE» SE 
' todo n = 0. Prove que a sequência dada por dy = fn, y,) converge para f (x, v). 


до: fé і 2 EF contínua no retângulo А = (ху) € IR la x = B, a «ys B]. Prove que fé 
EOD EC шала аш Jum | |: i neste retângulo. (f limitada em A significa que existe M > 0 tal que Lf (x, у) = Mem А.) 
Sejam agora, f: A C IR? — IR, g, ^: В C IR^ — IR três funções tais ques 3 
y)) € A, para todo (x, y) € В. Sem nenhuma dificu Idade, demonstra-se MN fü 3 
contínuas em (xp. yo) € f continua em ig (xo. Yo) A (ха, Yo)). então a coni wo 1 
ұу) será, também, contínua em (xg. Yol- Este resultado, bem como os pr. i d 
casos particulares de um teorema mais geral sobre continuidade de funções ЕЕ КИ 


não enunciaremos aqui. 


E оше por absurdo, que f nào seja limitada em A. Então, existirá (хі, у) em A tal 
D |. Tomando-se o ponto médio de cada lado, divida o retângulo А em 4 retán- 


шат " - с PE 1 б EIR 
? i x deles, batizado А», nào será limitada, logo existirá (хл. Y3) е А» tal que 


E Rss. Seja f como no Exercício 7. Prove que f assume em A valor máxi 
.. Е o. 


Бесик 9.2 ———————————————————— 


5 те Apéndice А24 — Volume 1.) 


1. Determine о conjunto dos pontos de continuidade. Justifique а resposta. 





. | же — р 
a)f ix y = 32 — Say + 6 кк, y) = J6 - 2х2 7 
eG. = In == йўк y) = == 
DON [к=з та 


\ 
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| aj РР 
b ас ; “vitais que —— (х. у) existe: 
conjunto de D, formado por todos os pontos (x, y) tais que — | 


ão, indi —— edefinid: a cada (x, у) e 
a função, indicada por e definida em A, que : : 

1 de uma nova unção айа f ax 

STO СДА (x, y), onde 

m 3x 


3 ina-se função derivada parcial de 1." ordem de f, em relação а x, ou, SIM- 

TOT. vi 5 2 

| К>; fem relação a x. 

E nda reial de f em relação є ; 5 Т қ 
i осо, define-se derivada parcial de f. em relação а у, no ponto Xy. У р que 

AIL т ^ 


DERIVADAS PARCIAIS ` 


т 


oz 
—| | = Xn =; 


Oyly = Yo 


E (xo, yp) OU 
T y 


A i s 
) 


flo, Y) — f Gio. Yo 
y — yo А 


! 


Тор, yo + Ау) - fixo. Yo? 
куа E É 
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E 
39 


Sejaz = f(x, y) uma função real de duas variáveis reais e seja (хо. yg) E De Fixi 
podemos considerar a função g de uma variável dada por : 





g (х) = f(x, yg). 


1 - > E - J а. 5 F- e з s E » JE - a ғ ТЕТЕ р = -j = 
A derivada desta função no ponto x = xp (caso exista) denomina-se derivada рата alcula 2f Xp Yo) fixa-se у = yy em = fix. y) e calcula-se а derivada de y (x) 
em relação а x, no ponto (xo, yo) e indica-se com uma das notações: е 3 | JF | av 

= xy (19. Yo) = g' (xp). Da mesma forma, —- (x. y) cà derivada, em 
EC a ы А ox 


af. dz |, 
posui С -> 


E d f Е eA ael an 
Xs le f(x, y), mantendo-se y constante. Por outro lado, — x, v) é a derivada, em 
ex gx Y^ ; 


ү 
de f(x, y), mantendo-se x constante. 


Elo 








ETE i 5 s 1 E = Ou — dy Calcule: 
Assim, (хп. Yo) = 8 (xg). De acordo com a definição de derivada temos. — - À. Seja f(x, у) = 2xy — dy. Calc ule: 

X i a o. 

| 8 p (Е, v] 
2 ) s 
E А i a E ( x) лы E (Xy ) i | 9 y E 
—— (хур Ур) = (x^ lm —- DT ' 
dx X + Xj AT EI й f 
A — {-1, 1) 
оп seja, ду 


lar y como constante e derivar em relação a x: 


af а 
— (y y = — (2ху 4y) = 2v 
ex ox 


әҙ 3 (x, yo) — ito Yo) 
“1 (Xp. Mp) = lim УА ИМА кад 
ex X-—— X Хо" Жр 


ou, aimda, 











о J 
— (2ху) = 2y е m (-4у) = 0. 
ox ax 
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Por limite: 





e (x + Ar - fir. v 
a (X, у) = lim fla M, LU y) 
ex Ar = 0 A y 
| Aix + Ax)y —4y — 2» y 
lim ch зі ар DENM S EL 
Ах — 0 Ax 
dy, 


b) Devemos olhar x como constante e derivar em relação a v: 


iP UR a 
х, y) = — (2xy — 4у) = 2x — 4. 
o cy 
c) Conforme a, рага todo (x, y) em IR, Hu (x, y) = 2у. Daí 
ex à 
T 
БІ (іле? 
ТА" 
m 
Assim, ef (1.1) — 2 
ex 
d) Conforme b, para todo (x, v) em IR", el (x, v) = 2x — 4. Logo 
d 
2] 
dom pem 
dy 





e E 
E аа h) 
ЭХ Үү 
" j | 
BZ. - E 
C) 243 X 1 іл X = (| 
(hx == p 0 











E + | 
L А == — cod v^ 
ә? p ^ a л à Y (x ) 
uy wee [арр ob y үи е 
eX dx 1 + {х= + у) 
Qu seja, 
ez X 
TUNER - 
(x IE d ур. 
гіс Р 1 ei + 
b) — = — | arc tg (12 +y?) |= 3 - (x^ + yo), 
EN oy ld at + ye). dy 
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p + 


ду 1+(х2+ у). 





ta) to 









ps ao próximo exemplo, observamos que uma função z = f(x, y) se diz 
fada implicitamente pela equação g (x, y. 2) = O se, para todo (x, v) € Do g (x, 
| | < 1, é dada im licita 
0: Рог exemplo, а a função г = yl C р iti 
ão x + y +7 =], pois, para todo ч y) no seu dominio, x^ + y^ d 


^ + + Y 
qs cS w^ p^ 
ye )^ = L Asfunçõe zx 1-х2-у?, ағаға Ж lez- == x2 - y, 


q "Y х 
Ж 1 também, ее pela equação x^ Fy tz = 1 (verifique). 


E q 
3. Sendo с = f (x, y) dada implicitamente por x^ + v^ + z“ = 1,7 > 0, calcule: 


h) д: 
oy 
о-у Ме >< . l. Assim, 
| 
dz | Ж 
Scr die ул узу 2 [34 
É 
dz = aA 2 E NES 
= E ——— 52: ys 
i " ES y? 


1 A Д 2 й 2 "ez az 7 
Ру? E — [2] = Z о 2: — e —— (1) = 0, resulta: 


dx dz x ey ex 
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Ou SEJA, 











A dz 
ez к x е: Eire n= ata — 
Eis, HAYA A 7x 
ex 2 V | — x? v X 
г? 1 E T г) * 
b) — (х= + y? + Es —-(1), ou seja, 
йу бұ jr \ dz 
x eL e : um CEU 
ZE ү? т жұ —— == “fx 4 imme Р é 1 
"mz à "^ ДХ, dx 
лү + 27 = 1) 
ay 
dz + Y 2 É 
в; portanto, == 04 ty Sl, хут 
dy 2 1 — x? — y dz 2X yc 
Es - NUS кут iq 
of С Я. дх we” -2 
CUIDADOS COM NOTAC ÕES. A notação — (x, y), como vimos, indica a der 3 І 
dx Yt 2230. 


1 | Ж 
fix, y) em relação a x. onde y é olhado como constante, ou seja, como independe ) e D,com xy E 
ІВ. — IR uma funcáo de uma variável e derivável. Considere а fun- 


і 
Por outro lado, а notação E (х, ҰЛ indica a derivada de f (x, y), onde Y deve зе 
(х? + y^. Verifique que 


E Seja 4: 


(quando nada for dito em contrário) como função de x. Às notações foram criada 3 Fg (х,у) = $ 


> / йа d 
rem usadas corretamente. Portanto, nào confunda com — dg de 3 
dx dx зү pepe XL 
ах 2 у 
^ 
EXEMPLO 4. — (x^ + y) = 2x, enquanto 
х 
7 7 
l a > ЕКІ. Ју ‚ у} = d (1) onde un =x ту. 
UD EE] dap s (vé) = 2x + 2y 2 g (x y) H 
d dx da É. 
E - OH 7 
pois, к yi = Ф (ш) —, ou seja, 
ax 
dl ^ а 3 аз ^i d К : 
y (Q7) —— -2у--. 3 t+ y^) 2x 
йх 7 dy dx - dx CE (x, у) ed (+ у) 2х. 
3 Өх 
EXEMPLO 5, Suponha que z — f (x, y) seja dada implicitamente pela equação > 
д 2 à 2 Т 
жа ара тан КО. у= d Gy) — Q? + y^) ou seja, 


dy д ү 





Suponha que f£ admita derivada parcial em relaçã а 52520 Da. 
баа que f әділін derivada] ^ 2€ уу ф 02 ЖУ?» 


Solução 


Para todo (x, y) E D. де Алт DIS e (1,1) 





) Se ha exemplo anterior a função ф fosse, por PM a funcáo seno. tería- 


EE i д d 
Temos: p je, assim, — (x, y) = sen’ (+ y) zo + y) = 2xcos (х? 
ox E 
г) ur T al 5125 oz $) = = sen' 7 4 = E ку? 
— {e 5 ge | фур &CC| yet XV — ^ e + y? fm ^ (д y ^) = y cos (x RO 
ў Bv. ү 


ex eu 
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doa 
purs se (x, y) (0, 0) 


EXEMPLO 7. Seja f (x. y) — 4 42 +y 
lo se (x, y) = (0, 0) 


. Determine 


“af T 
а) 27 b) eE 

dx oy 
Solução 


а) Nos pontos (x, у} + (0, 0) podemos aplicar a regra do quociente 








df Ay? (x? T у?) (x? ER y?) ax 
(р) ex 
ex (x^ — y" qe 
ou seja. 
o yi + 3x? y? T2 xy? 
É іл, үйт--------- 
Ox (х2 + y^ еу 


Ein (0, 0) 





2b (0, 0) é a derivada, em x = 0, de p (x) = f (x, 0); 
Ox 
A | lrsex*ÉUÚ 
PAD lose x —0 
assim, g (x) = f(x, 0) = x, para todo x; segue que 
A (0, 0) = e (0) = I. 
(X 
; 7 д] d CRINES 
Poderiamos, também, ter calculado E (0, 0) por limite: 
ex 
03- f(0,0 ; X 
Sr (О, 0) = lim La e e лы, = lim ==] 
ox x — ü xc r>0 X 
; Ji, x > 
Assim. 7E é a função de ІН? em ІН dada por 
ax 
af (еі 3х“) a se (x, у)з (0, 0) 
= іл, y) (х= + у^ m 
i | se (x, y) = (0, 0) 


b) Para (x, y) + (0, 0) 


af Е 2x2y(1+ x) 
Ay É (х +y y ; 
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E 
E 


É (o 0) é (caso exista) a derivada, em y * 0, de A (y) = f (0, у); 


- _ [>l веу#0 
Í (О, y) = 0 se y = ü 
| ' (0) nào exi sia, ŽL (0, 0) não existe 
> É contínua em y = 0, logo, A" (0) não existe, ou seja, Лу (0, 0) nào existe. 


é definida em todo (x, y) + (0, 0) (mas não em (U. 01) e é dada por 


j Шіл есі 
: e (X, у) = = CON 
y [rt Fw) 


= IR? — IR tal que ER (x, y) = 0 para todo (x, y) em IR? Prove que 
e x, 1510 É, que existe ф: ІН. pal que f(x, у) = &(y), para todo (x, y) E 


B. quer, а funcáo б (x) = f (x, y) é constante em IH. pois, para tcu do X, А’ (x) = 


J Segue gue, para todo x, 


А (x) = A (0) 


Де, y) = f (О, у). 


са lo de modo arbitrário, resulta que / (x. у) = / (0, y) se verifica para todo (x, 
Bllando-se d» (y) = f (0, y) teremos 


q fix. у) = фу) 

Je IR". 

3 lerpretacáo geométrica). Suponhamos que z = f(x, у) admite derivadas 
| 3 PE D. O gráfico da função g (x) = As Yo). no plano x' yy z' (veja figu- 


a do Plano y = yg com o gráfico de P 


A Tan 


x O0 Уа) é, então, o coeficiente 


Sente Г а esta intersecção no ponto m уп, f Gg. УАУ): 


2 еб 
а т о. Yo) = tg а. Interprete você —— (xy. vy). 
тү 


egt inte mostra-nos que a existéncia de derivada parcial num ponto nào 
Е dade da função neste ponto. 
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fx, Yal 


EXEMPLO 10, Mostre que a fungáo 


Ma ТЕ 
fiu y) = x? + у? 
0 se (x, y) = (0, 0) 


se (x, v) # (0, 0) 


admite derivadas parciais em (0, 0), mas náo é contínua neste ponto. 


Solucao 


Жата 


dx 0 X 


2f ode jm LAR 
ду yü У 


0 


Assim, f admite derivadas parciais em (0, 0). Vamos mostrar, a seguir, que f nào 6 contínua | 


em (0, 0). A composta de f com a reta y dada por y (1) = (1, 1) é 


ser 0 
O ser=0 


(т = (к= 


Como уёсопїїшаетг=йеа composta g (r) = f (7, D não é contínua em / = 0, resulta que; | 
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gvel real. Uma boa generalização deverá implicar a continuidade da tunção e à 
renciabilidade da composta g (1) = f Су (9) quando fe y о forem, porque é isso que 
песе no caso de funções de uma variável, Veremos no próximo capítulo qual éa boa 
aralizagáo do conceito de diferenciabilidade para funções de várias variáveis reais. 
соз 101 ——————————— 
Т: Determine as derivadas parciais 


Роу = ку Ау 54 b} z= соз лу 


d) f. y) = peu =y 


Ле = хув“ 


x 
) f(x, у) = (der — a * sy h) z = ar tg — 
y 
DEAN = pice + уут” + уд) 
Kup 7 WT 52 X sen y 
iuis code RETE )z————————— 
EE + 0s cos (x? + y?) 


: ху? P. oz dz — 
Considere a função: = —5———7. Уепінше que х — + y — = 1. 
SS ARES x ey 


Я g (х у) = d (+) Cabcule 


Y 


e г) 
EN an 
ey 


4 Seja р (x, у) = ф (4) a função do exercício anterior. Verifique que 
. + 


de | гі 
х ТА (x, v) + v TE io») 
ax ovy 


4 para todo (x, у) Є IR, com y + 0. 


onsidere a função dada por z = x sen =; Verifique que 
x 


f nào é contínua em (0, 0). (Por qué?) 3 

O exemplo anterior mostra-nos ainda que a mera existéncia das derivadas parciais de f 3 : 
num ponto (Xp. yg) não implica a derivabilidade em 1, da composta e (1) = f (y (0). onde Y 45 
е uma curva suposta diferenciável em 19 e y (15) = (Xp. Уа). No exemplo anterior, f admite 2 | 
derivadas parciais em (0, 0), y (1) = (т, 1) é diferenciável em г = 0, mas a composta g (D ^ 53 
Fly (0) nào é diferenciável em t = 0. 3 

Do que vimos acima, resulta que a existéncia de derivadas parciais num ponto (xp. yo) 
não é uma boa generalização do conceito de diferenciabilidade dado para funções de U e 









dz ed 
Tow 
ox y 








E 


— 4 
Der 


" dp др 
E tes não-nulas. Calcule — € ——. 
: dy oT 


/ 


5. A função p = р (Y, T) é dada implicitamente pela equação pV = nRT, onde н e R são constan- 
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7. Sejaz = e" d (x — у), onde ф é uma função diferenciável de uma var: i x 
Т * i A Vu : : . кР ih ж Я 
"е rea ferenciável e seja g (х, y) = f) + / р 
' Y 
IN LE 


£ IR uma função di 


ez dz E 
+ y ire. Vê 


ex гі Y 





8. Seja d: IR — IR uma função diferenciável de uma variável real e seja f (x, у} = (2 үй 


Mostre que 








3f y 
af af 9] 2333y 6x += 
[4 Jy | +1 
X € у = df. у y 
(lx e p 


coast г na função f (x. y) tal que 


9, Sejam z = e .X — pcos de y = psen 0. Verifique que 


jy — бу 








- e! TN (2xcos 64 Jy sen 8). "S 
rip a ы y 
Conclua que E У 
д: dz de 
— = — cos 0 + — sen B. Lekas 
ap pr Uy E —— se (x, y) + (0, U) 
ES E : EM E inc АР е E sendo f (x, у) = l x? + у” : 
10. Suponha que a função z = z (x. y admita derivadas parciais em todos os pontos de semi dx dy | 0 se (x, y) = (0, 0) 
que seja dada implicitamente pela equação xvz + 2 = х. Expresse e — em termo d 1 
ex ay с à BB 2 1l 2 
= te a — |} se x^ + y xz] 
Il. Sejaz = f(x + añ onde fé uma função diferenciável de uma variável reabe а umiai х2 pol 
RC d po асыш 
Verifique que : E Е 0 РА : 
} Xe o gráfico de f. 
ат о? > . i 
р TO c cvm ys Imin eb E А 
en dx Өл оу 


D E + 5 2 ш CEST ERA E 
h^ — IR dada por: f(x, 0) = LE a^, £00 y) = 1 +) ef y) = Оѕех * Üey + О. 
tù gráfico de f. 


A + ui 7 А P 5 E = а а кг T E. 
12. Sejaz —fix^ у). onde f (i) é uma função diferenciável de uma variável real. Veri 





az dz 
3 ARES af 
"x г? ү А : 3 
à e се (0, O) e А (O, 0. 
| 2 =! Tiu d 
I3. Considere a função dada por w = xv + zt onde z = гіх, у). Admita que anb ilir ia em (0, 0)? Justifique. 
" | 3 óf 
А E и = 7; deja) o. гу 
І рагах = {еу = 1 Calcule —|*^!. Ч Д) existe” » (1, 0)? 
ык! m. * 
- - in Ї xdomínio de m 
14. Scjaf(x. v) — e 2 di(2y — x), onde фе uma função diferenciável de uma variáve r E Ay 


$ mx + y, eseja v (f) = (1 f z (0) t € IR uma curva cuja imagem está contida 
ЕШЕ гіл. 

os gráficos de fe ү. 

К CA rela tangente a y no ponto (1, 1,2). 

ЕТ Тең do item c: mostre que T está contida no plano de equação 


que 


a 


CENT PESOS eft af dj 
15. Seja fix, у = |А E dr. Calcule — (x. yj e 


ex eu 





(х, Y). 


E. 





| x D: 
Е Moo LH ube-»0« Za, pgo- i. 
5n Dx y 


: 2 af of 
15. Seja f (x, y) [| ДЕ Г dr Calcule - Ј (x, ye l (x. vi. 
ES ex ey 





Lo RN Л, e а? 
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: 2 2 А | 

24. Seja f (x, у) =x + y eseja уг) = (х (4). y Er), z (0) uma curva diferenciável cuja imagem 
está contida no gráfico de f. Suponha, ainda, y (0) = (1, 1, 2). Seja T a reta tangente a ye 

y (0). Mostre que 7 está contida no plano E 


ИТЕ 
КЕЛӘ ua БАРАШЕ 


UNI E 


e 
уйы Sapete l) + AN Дт чеш 
Әх ay 


руі алыуын 


> 


Interprete geometricamente., 


diia 
ESET 


25. Suponha que = f(x, y) admita derivadas parciais em (xy. v). Considere as curvas cujas ima. 


gens estão contidas no gráfico de /º E 
:Ё 

= 2 

= Xr} ші V 

Y] қ үле і e Үз [AVES E i] 

25. ` ag 

z= fixo. г) AO | 

sl 


РЕ 


Sejam T; e T; as retas tangentes à y, c уз. nos pontos yj (yg) € y» (xg) respectivamente. Mos | 
tre que à equação do plano determinado pelas retas Fe ré 


A a 


E 
ES É de 


Af af 
2 = [mad = — (Xa, Y [x — + — y MY ect ONT н 
УМ 2 Og 30) (c — х0) m (p. Yo) Qr — ур) 


2 1 

ED se Qn у) * (0,0) i 

: ME 03. 4 АЛУ A, 3 Ы 
26. Беја f(x, y) m 3 x? + y? e seja уй) = (2, f, z (f). 1 E IR. uma curva сија 4 
о se (x, у) = (0, 0) ў, 


imagem está no gráfico de f, Seja Га reta tangente a y no ponto y (0). Mostre que 7 não está 
contida no plano da equação 


de ты x —— 
МА сс PAD ER 


‚_ д] af 1 
z —f(0,0) 2 —— i Drix — 0) 9 —— ic 4 
/ E aE j 


27. Considere а função z = f(x, v) e seja (ат Yo) E Dr Como você definiria plano tangente ao — 
gráfico de fno ponto (xy, v4)? Admitindo que admita derivadas parciais em (Xy, vo), escreva 
а equação de um plano que você acha que seja um “forte” candidato a plano tan gente ао grá- 
fico de f no ponto (дү, vo, f (xj Уб). 


x LA 2 e MW 
28. Dé exemplo de uma função f: IR^ — IR tal que af seja contínua em IR mas que Ѓпао sem ji 
2 ey 3d 
continua em nenhum ponto de IR". | 1 


: 2 Nr cr SOM el 
29. Dizemos que (Xp. yg} é um ponto crítico ou estacionário de z = f (x, v) se 2r (xp, xo) 9€ 
Dx { 


ef | 
EU Up. Уп) = 0. Determine (caso existam) os pontos críticos da fu ncao dada. 


2 2 


+y 1 


aM у= x Б) іх, у) = 2x y 
Е) 


- 2 3 
cfi vb д —2xy h^ +у— Y FX vum хў + y x LE 


> 
Әл у) = 3х7 + Say? — 14x— 16v DFi y) > ra dev + y 


ЕЗ 2 


TR 


T NE 


“Sejam w = (р(х, yz 


Тоу, 59 
E —— Xp» yo 20) = 
B. dz 
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eid e : 4 us Ите ар 
é um ponto interior de Dye se f admite derivadas parciais em (хур, yp. então uma cond | 
ee ara que (xp. yp) xu um ponto de máximo local ou de mínimo local é que (xp. ур) 
seja ponto crítico de f, isto 6, que 

af | df E 
mE у =й e = (хо. vgl = 0. 
a (p. Yo! 0% 


а af Е NS 
Sejaf: IR* — IRe suponha que 2 (x, y) - De em (x, y) = 0, para todo (x, v) € IR^. Prove 


que f é constante. 
f 


o E 
Dé exemplo de uma função f: A C IR? — IR tal que а (x, у) = Ое ^ (x, y) = 0, para todo 
LI Xx ri y 


(x, y) E А, mas que / nào seja constante em А. 


E AN Р T B. a 
133. Suponha que. quaisquer que sejam (x. y) e (5, 1) em IR^. Ілу) — fG. n s Tix у) — 5, gir. 


Prove que fé constante. 


і af | rd | 
É 4. Seja fi AC IR? — IR, A aberto, с suponha que ET (x, v) existe para todo (х, y) E А. Scjam 


(хо, Yo) € Оңу + A. уу) dois pontos de A. Prove que se o segmento de extremidades (хы Yo) © Guy + 
h, yg) estiver contido em А. então existirá x entre xq é xp + A tal que 


о ЕЕ 
орі — fag. = Ew (x , yg) А, 
. Sejaf: AC IR? — |R, А aberto, e suponha que [admite derivadas parciais em А. Seja (xq. №) Є 


А. Prove que se PE е er forem contínuas em (xp, yp), então f também será. 
dx ду 


(Sugestão. f (x. y) — f Gy уу КР, fix, y) — fixo. y) T fixo. у) ou Гоха, уо}; aplique o 
(1) 
ТУМ a (D) e i.) m 


0.2. DERIVADAS PARCIAIS DE FUNCOES DE TRÉS OU MAIS 


VARIÁVEIS REAIS 


zo constantes, podemos con- 


| е (xo, Yo. zy) E De Mantendo-se yg € | 
оа | ха (caso exista), 


para função g (x) = f(x, yog. 20). ^ derivada desta fungáo, em x = 


nomina-se derivada parcial de f em relação а x no рото (xg. Yo. го) e indica-se por 


ЕД 
(Xo, Yo» 20) Outre 
SEES 

EE in 2 


ТЖ ЕЕ; TN 
modo análogo, define-se as derivadas parciais cr (xg. Уо» 20) € p (Xp. Ур» 20)- Tem-se: 






af = Jim fug + At vo, zo) — ло, Yo. го) 
Эх (хь YO 20) = Ax 0 Ax / 
af Qoo іп Ло yo + Ax zo) — fo. 90, žo) 
5, (Xp. Y. 20) 7 Ar 0 Ay 


ша 2000: Yo: zo + Az) ^ /(хо. уф. zo) 
А: 0 Az 
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E. 


iin diferenciável e seja g dada por g (x y, 2) = f(r) onde г = Il (x, y, z) ll. Verifique 


Da mesma forma, definem-se as derivadas parciais de uma função de 3 
áveis reais. йан 
EXEMPLO. Calcule as deriv TUE AN | 4 : E" 
s derivadas parciais da função x = f(x, y, z, w) dada p t | дв | a 28 - ji) 
‚Г. H ^ = 
i y x дү dz 





XNZM ho 
BTE i n LN 
à I uma função diferenciável tal que Ф (3) = 4. Seja g (х, y, 2) = фо ty Tz 
Solução 
жы É Т i og др 

(ou cus а ( су) 4 E D b) — (1, 1,15 С) PS (1,1,1) 
a OE Xyzw) = yzwe"^ у zewsü dcn 3 d. | ду dz 

Эх dat Же (y, 2 e w são olhadas como.eonstantel ho > : ES? 

es ЖАТЫ | 

хуга LM 

— ma — (xyzw) = xzwe ^ *" 

oy dy 

es ww 2 S 

— eure — (ymw) xp 

dz ez 

ds ur ТТ TM 

-a == p ZH А5 [XYzw) EE VPE E 

eu eau 

Exercicios MEO 

l. Calcule as derivadas parciais, 
, WIE : 
а) Лық те '" * b) w = x^ arc sen 2 


XF? 
i df (x. y, 2) ^ sen (x? AR у? T z 
pope | І 





cpm = 


Е 3 ? 4 ^ 
e)s — f(x, у, z, w) dada por s = xw In (x^ + y^ * z^ + w^) 


Seja f (x, у, z) = ———— Verifique que 


EOD, 


ba 


d ar d f ; 
arae e e а а И 
eu әу az 
XV rz 


ы 


. Sejas = fix, v, zw) dada pors = e" Y. Verifique que 


cu (sS eis ase 
x= + y— tro + и = i. 
ax dy az gu 


= 


Seja f: IR — IR contínua com f (3) = 4. Seja 


ху pr 
р(х, у, т} = | Ға) dt, 
0 


Calcule: 


2 tg dg y 
ace gn Ьу = (1,1,1) о И 


eux oy É 
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3 idvel em/xg se е somente se existir um real a tal que 
lim f (xo +һ}— f (o) — ah = 0). 
heri АІ 


11 


condições de definir diferenciabilidades para funções de duas varl- 











FUNCOES DiFERENCIÁVEI т -A — 1А, A aberto de IR^. е (xo. Yo) € A. Dizemos que. Fé dife- 


y yp) 5 € somente se existirem reais а e b tais que 


f(xo + hi. yo t K)1— ki f (Xo. yo Yo) — an — - ай — bk =p 


оо Ad 


11.1. FUN CÁO DIFERENCIÁVEL: DEFIN ІСАО na nos diz que diferenciabilidade implica continuidade. 


O objetivo desta seção é estender para funções de d ! Ta | 
ua e жатыны m : 
са р: Ç e s variáveis reais qu cal Ll. Se f for diferenciável em (xg, Уг). então f será continua em (xp, ¥gl- 


diterenciabilidade dado para funções de uma variável real. Ў 

Vimos que, por definição, uma função f (x) é diferencidvel ou derivável em d a 
f Go + B fii 3 
e tor finito. Esta forma não é adequada para generalização, pois se f for uma fungi & | 
variáveis reais А será um par ordenado e, então, a razão incremental não terá sentid 
tarefa a seguir é a de tentar obter uma forma equivalente à definição de diferencial! ES 
que seja passível de generalização. | 

Supondo f (x) diferenciável em ду existe um real a, а = Ў" (xp), tal que 


ЕН 


mente se o limite, quando A tende а zero, da razão incremental 
73) diferenciável em (xy. Yn). existem reais a e b tais que 


lim E E(hk) k) Ж 
ih, Ку — (0, 0) ПКА, А) 11 


É: função dada por 


fixo +A) f(xo) _ 








lim 
h 0 h 
fg t-A yg + К) = f Gg yo) + ah + bk + E (h, k). 
Temos: 
Map EA Figo) . Lx f (xo) -ай -0.3 
n um о, —— = € m — ICE | 3 3 lim (ah + bk)— O 
E: (h, k) — (0,0) 
Como 
£ E ШК E (h, k) 
| G (һ) Р G (Л) ita E lim = i ШЕ = 
lim = = (e lim = () (verifique) É (h, k) (0, 0) E (h, k) T um » Il Gr, К) ТІГЕ 
hoü A h0 ІЙ y . . 
resulta d 
lim , "o + А, vo + К) = fixp. уа). 
Ud d gts A fix +h- fixo) ЖШШЕ Uk) — (0,0 
lim ————— — = досу lm =- 
п — 0 h Jt — i) LA 


E а em ( E Yo). в 


ЕТ ЦЕ d 3 
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Vamos mostrar, agora, que se f for diferenciável em ( tn. 


о entä : E Jf T F TT ste modo, se f (x, y) 
parciais em (xp, yo) е 0) mao f admige sariamente а = 4. (хо, Yo) € b = dy ОО 
x ; 
















ШО ae 28 dnicos reais 
L(h, к) = Y (хо, yo) A + EE r "9 tão a = y ББ залына ыы 
Ж Ш» MJ rt ER (Xp, Yo) k rel em (хо yo), en E ch 


será a única transformação p limite acima é zero. 


linear que goza da propriedade 2 o seguinte importante 


co » ) 


f (xp + A, Yo t k)— f (Xp, Yo) — 
lim -------- 


a (X ht — 

» LA -] Y l |= 
Ж n Yo! 
(A 140,01 MA, ЕМІ 


- (х0, É. sia f(x. y) definida no aberto А С ІА? e seja (хо, уш) Є А. Tem-se: 


ТТ 


Біз 





a) f admite derivadas p arcials em (xp. Ур: 


Ей, * 


— M— Ru — 


E. | =a 
an Ad ауе em (xo. Yo) = 1p) lin 
| Teorema 2. Scjaf: A C IF? — IR, A aberto. e seja (xp, | уй) € A, Se f for di 3 (К, К) To 0) ll CA. ЕНІ г 
clável em (xq, Yo), então f admitirá derivadas parciais neste ponto. E Š af vo ) Jt Ф (xo. Уп) i | 
D сезк. E E — — e | Ef (хо t Л, Ұй tk) - f (xo. Yo) Bs EIU um сұ fi 
Demonstração 


sendo f (x. y) diferenciável em (Ap. XJ. existem reais a е b tais que е Ж. 


T) : E (Rh, k) 


lum 


СА, k) 40,0) ПА, КУЙ 


i reorolário acima que para provar que uma função fé diferenciável em (до, Yo) 


› »var que f admite derivadas parciais em (xp, vg) € que 





| м + fixo. Yo) ^ y (xg. Yn) ^ — U sw 
onde E (А, К) = f (xg + Л, yg + A) — f Ug. Yo) — ah — bk. Segue de (1) que Fo + dh, yo 0.30)7 > Yo са 


= ааа ы ü 





| p 0j EE. IL (A, КИ 
lim EMO Li FG + h, yg) — f (xp, yo) — аЙ 0 T 
(h,K) 510,0) HA, ОГ & 50 lh | l 


Dai 


зав as derivadas parciais existirem em (хо, Уг), Más se © limite acima náo for 
! Indo será diferenciável em (xp. yo). | 

4 ЕА = (үү. vol — ah : i 

lum == la Ce ENO Ca 0 a = x А rli T | ( З Yr ) 
аи h Au contínua em (xq. y). então f nào será diferenciavel em (xg. Yo). 


e, portanto, sq i ue fé diferencidvel em ВС D, se f for diferenciável em todo (x, у} € B. Di- 
lesmente, que: f é uma função dife renciável se ffor diferenciável em todo ponto 
io 

lim 


(хо + В, ха)- 2 (Xp. Yo) жү af 
hu h 


—— (xp. Job : | TT o 
di әуе que f (x, у) = x^v é uma função diferenciável. 


: : Ж 
De modo análogo, obtém-se Р = 2 (xp. ур). m 
gs ; 





Re : E 
5. Pro ar que fé diferenciável em todo (x, y) Є IR? (D, = IR^). admite deriva 
| Observação. Provamos acima que se 4 n todo (x, y) € IR*e 


lim fixo +h. yo + К) — fixo, yg) - ah — bk 2 





2 (x, y) = 2xy e 2 (x, y) = x?. 
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Por outro lado, para todo (x, y) em IR?, 


IX ye pe Зе apo 


= {x + А)? (y t 6) - ху — 2 xyh 
2xhk + h*y + h?k. 


A (x, у} — 
ex 
х? = 








Y 
ду. E E 





= ps h0+0-100-5 
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d gk Lon 
(0, U) f ER 


A 


l^. y, Segue que 





== c4 
nm 
[A] 
Como, para (A, К) = (0, 0), = 1, resulta — hk? 
h? +k? TEENE] ELA 
A E (h, E h? T 8 = ji ЕБЕ = (5 (ft, К). 
ы ЖЫ 2xhk + пЗу + А2 _ WOW ore оско уи 
(A ky (0,0) ICA, Н (00.0) IgE o x 
ч у= lim não existe, resulta que 
= lim 2 dh -=+ hy m —— + hk ————— | = ү, 10 — 0) 2 2 Іі 
(h, kb (0, 0) ape des JI dk үн? +8 


mma, 226 
зг агр a > 
Portanto, Fé diferenciável em todo (x, v) de IR^ 


EXEMPLO 2. 


n 2 
P 


fix, y) umm se (x, y) 5 (0,0) 


+ yA 
0 se (x, y) = (0,0) 


é diferenciável em (0, 0)? Justifique. 


Solução 


f nào é continua em (0, 0); logo, f nào é diferenciavel em (0,0). Рага a náo-contint id 
fem (0, 0), veja Exercício 2, Sec. 9.1. Observe que f admite derivadas parciais el ni 


| ; P as funções dadas são diferenciávels. 


EXEMPLO 3 


y 
X 3 


х? + у? 
0 se (x, y) = (0,0) 


ТЕТЕ se (x, y) = (0, О) 


é diferenciável em (0, 0)? Justifique. 


Solução 


Ho йуз Tim ОООО) E 
ex Y — f) x — 0 xc. Х 
Fom= lim L0 7 (0.0) o, 

dy ұ->0 y —0 


‚ Ou seja, fé uma funcáo dife 








di E 


i 


x 
1,5 


Li п. 


F- (x, y) (0, 0) 


= 


po ху 





E (h, Er náo existe: 


lim Era а 
(h. k) 0,0) МСА, kl 








nciável;em (0, 0). 
о 
а 
lm роу) lim jfi——-9-7/09 
| rer ee aq Do eb 


limitada 


Бүр, yy—x ty 
1 

dfi у) = — 
хү 








1 7 " 
y ZPE ty 
iciável em (0, 0)? Justifique. 
xi E. 
se (x, v) * (О, Dre O, 0) = 
х? + y 
É (0,0 (0,00 = 0 
+ уе zi 
xi E ; 56 (2, y) Í 
x 


ER Uo y) + (0, 0) e f (0, 0) = 0. 
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Ж contínua em (0, 0). Assim, fé contínua em (0, 0), admite derivadas parciais 


as mão é diferenciável em (0, 0). 
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11.2. UMA CONDIÇÃO SUFICIENTE PARA DIFERENCIA 


Nosso objetivo, nesta seção, 6 demonstrar que a continuidade ema A 
к. ЫЕ 


vadas parciais de ита. função f garante a diferenciabil idade desta funca pi 
tos de A. Este resultado é bastante importante, pois, em muitas Ocasiões é тыы 
^. € mas РАЙ 


3X HN 2 Ды af И 
i Tu. 0- Go Yo? 7 Sp yo + k) h 3 dr (хо. У) К. 


É 
1 








continuidade das derivadas parciais do c liferenciabili : $ of 
la: 5 do que a diferenciabilidade diret: 1 i | ИЧКЕ | 1 а | 
| 'retamente pela q ¿ambos 05 membros da igualdade acima Es (xg. ур) A+ ду (хо. Yo) & obte 
| Teorema, Sejam £.: А С IR?. ; ы. y + 3 
2 SEJAM j.: — IR. A aberto, e (Xy. Yo) € A. Se as deriv D. y y 
tul T 
CTETUR е q F - f (хо, уо) — + (хо, yo) A — = (х0. Yo) k = 
pu 5 existirem em А с forem contínuas no ponto (хо. Yo), então f'será dife Go + ^. yo + k)— f (Xp. yo) p (хо, yol m 


b. x _ o | | 
4 (х, Уй +К)— а. (Xp. ха ] h 4 Е DX M — E ЕТТЕ Үр | Е. 


HL 


ES 


vel neste ponto. 


Demonstração | 
FEE 





^ E ho Nr of 
Como A é aberto, existe uma hola aberta В de centro (x i E Rad T К) — f (x9. Yo) - d yo) A — == (Xp. yg) К 
| : 4 ә 4 dl E Xp. V, ү, cont d 3 4: ü Os FO “a „+ Р 0s MO 
Eus que (Xy + А, vo + 4) € B. Temos 0-20 спе Sej E. à ERO ME Rus ——| = 
| (л, к 

B Ж limitada 
E — df RR 
E (X. Yo Fk)— — (xo. Yo) => y 
л (оғ ——_ (хо. Yo ITE 
| (Ш) Tu 


imer 


JA? + к? 





н о; df 

т (^0, X) — — (xo. Yo) 
2 Xp ds 0: УФ 

(v) 

E x 
rii 2, de та. 
E. ek 
9; €, portanto, 


e y em (xp, Yo) as expressões (IIT) e (IV) tendem a zero, quando 





f (xg t А, yg 1) f (xg, yp) = f (xg + В, yg + k) f Gs SER 1 


E | a of | 
ер Я ES CO FA yo +) — f (9. уо) — T (ду, уо) А — > (ха, уп) К 


d à 
E қ ll (A, ЕЗІ 


ES (ху, yo + K) - Fn. Yo). zi 


(n 








СЯ | Вее ет (xo, уо). m 

Fazendo G (x) = f (x, ya + £), pelo ТУМ existe X, entre xy e хо + А tal que 3 

| | E y | F na função: Dizemos que fé de classe C! no aberto A se L4 e A forem 

ШӘ = € (xp + 5) —Gíxg) = б” GO m E yo FOR Р т оу 
7 


E 
Е = Ша anterior o seguinte 
o mesmo modo. existe y entre Yo € Yp + & tal que : 


EA CR? — ІН, A aberto. Se f for de classe C! em A, então f será 
A] : 0 


- 


db = (xo, у}Ё. 
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EXEMPLO 1. f (x. y) = sen (х2 + y^) é diferenciável em ІА“, pois, 


СД = 2x cos (х? T у?) ла 2v COS (х + y?) 
ax chi 


В 
são continuas em ІН”, 


Observação. O teorema anterior conta-nos que se f admite derivadas parciais e 


estas são contínuas no ponto (xp. vo), então f será diferenciável em (xj, Yo): Ad 


entretanto, não é verdadeira: existem funções que são diferenciáveis num pnto sem 
derivadas parciais sejam contínuas neste ponto. О exemplo seguinte exibe-nos uma 6 


| 
КУЕ a se Қ seik у 
EXEMPLO 2. Seja f (x. у) E A y y se (x, y) * (0,0) 
| () se (x, y) = (0, (9 
a) Determine Z e 9E 
ev 


or E У 

b) Mostre que а е Y não são continuas em (O, 0), 
dv A 

c) Prove que fé diferenciável em (0, 0). 

d) Prove que Fé uma função diferenciável. 


Solução 











; 1 
СУ x^ sen —- 
а) Ф (0,0) — lim bubo PME lim dou seja 
ex 1-1 x ü xi) X 
f | 
2. = im ds... =D 
x0 ! E s 
limitada 
; af : 
De modo análogo, — (0,0) = 0. Assim, 
de 
2X | М 
of [2x sen — - M 005 77,7 se (я; у)*@ 
Ба Гира x +y* atty“ y^ -ol 
gr 0 se (x. M 
à 
(0 
2vsen == COS — se (x у) d 
—— AA ү) = Y y2 m ye x4 Le E 


- AX. Y. ) : y pe 
едх 0 е (х, p“ 













E. 15 Ye i ital = ай. 
à nào existe. ( EE 
à 


MN 2 E 2. não é contínua em (0 
ее, verifica-se que zc 


E: 


Ea . 1 
: o. 7 ЕУ ОУ АЛЕ 
o.) Lo. оо eiu 
= ШЕ + к= sen Pope 
ü 


й EE ei L = (), resulta que f é diferenciável em (0, 0). 
do А LEN 


ciável em todo (x, у) + (0, 0), pots, x 


; 7 
é uma função diferenciável em todo (x, у) E DAD, = IR). 
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rifique.) Logo y náo é contínua em (0, 0). 


), 0). 





атласа, 


e y são continuas em todo (x. y) + 
ey 











dy 


4 
A se (x. y) 5 (0, О), 4 
8. Verifique que f (x, у) = 1% + y? é uma função diferen 
a O se(x, y) = (0, 0) 

и 5 EL 

df 2x HA se(x y) * (0,0) 

d e» eren 

0 se (x, y) = (0, 0) 
агас | 
SY (x A se (x. y) + (0, 0) 
a. ER | AX > y^ *- 


0 se (x, v) = (0, 0). 








t le of of 2 Ф x of “So continuas em todo (x, v) + 

Ше e 7 ão contínuas em IR; He são continua: Er 
Жж ду а ж Әу 

Iocientes de contínuas. 
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EIE Em (0, 0), 
























| 
| TE se (x, 3) * (0,0 
| Y 2x? + 4x5 y? RE Y 
М |: lim B y)- lim = шаны ы = se (x, y) = (0, 0) 
; [oc y —(0, 0) ox (x, y) —(0,0) (x* + уу“ 0 3 | 22 
| 5 a К. E se (x, y) * (0,0) 

Гг ын [ f y2 ш o IS y i A VEI 0 se (x, y) = (0, 0) 
| | (x. Y) — (0, [^ y (x + у 
i | limitada Aun ( TIRA | қ А 
|. | Р, ЕУ C5 exi tyt] 

E = 
|| ШШ | lim — E ede dg 0); Е: ) Ке 
t | | Gy) (0,0) ах ox INO TANGENTE E RETA NORMAL 
ub | E | 
m l: | e " 
ІН | ef. à Jr wydiferenciáve] em (xo. ур). temos: 
E [| ; logo, > é continua em (O, О}, De modo i TO, > 
175 dx y y > | 
apes | Y g fixo F h, yo + К) - fixo. ур) — 4. (xp. X93 — 2 (Xp, ур) 

apo! : > б 7 MEUS ; б. E ? 
Bud | Da continuidade de — е — em IR”, segue que fé diferenciável em ІҢ. M - Eu esee i 
МЕН dx ду iib | (hd) 
|! қ E" 
d | 1 
Б Observação. Para todo (x, y) x (0, 0), temos: they уру + k, resulta 
ibi F н 





ois A лала. а I o M = = 





«3 0 erro que se comete na aproximação de f (x, v) por 


ГІЛ 
al 4 i 
al та É 2 4 x a E А о) 
ІНЕ ЕЕ (Eg yy Th DEDE t f Gp, уо) 2 1 , (xo, Yo) Gc — уу) ә Хо SONS — Yo) 
| | 
jt - : =0, 
| | | * 1 (x, y) E RT ‚ Уп )| 
E 1 11 == pé = yo + y? ў ? E E . : е 


= fo. Yo) + 4. y 5% Уа! = Xp) az T (xp, Ур) (у s Ул. 


Exercicios If? —— 


1. Venfique que a função dada é diferenciável, f(x y) —Tiüxy)- Есу v) 


ij i : пу = e i Bj fia, уу = хі + y 
ЖНА Ё 
&ll г chix ЛБ ху Df y) = 1п{1 + к? ty) | 
: ij uH 1 + li E e y) 
: ej f(x, уу = xcos (x^ t y^) fria y) = arc tg xy m 


x] LEF) Эхо, уь) СА, Y) — (ха. xol | 
2. Determine o conjunto dos pontos em que a função dada é diferenciável. Justifi é na Sec. 
| 1.1 (veja, também, о Exercício 15 desta seção), resulta que 7 (x, 
| P NA * m que aproxima f (x, y) com erro E (x, y) que tende a zero mais ra- 
SE ч A, Nj T AU. | 
t4 oy 


а} (х,у) = ұс y 3 Un y Hz 
| caecum | f | жа (Xo. yol, quando (x, y) tende a (ха, Yo). [ Dizer que E (x, y) tende a 


se (x, v) 2 (0, 0) 2 
[^ue que ll (x, y) — (хү Yo) Il. quando (x, y) tende а (xg. Yo). significa que 





оа E. 
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E (x, y) \ — x. Determine as equações do plano tangente € da reta 
lim ——__ 21: = 


y ES 
: = 0. | japa) = 3x y 
(ху) хо. ы) lx, у) — (ха, vo Ml ] 


RO. 2.40. 2). 


E 





Definicao. Scja f diferenciável no ponto (Xp. уу). O plano 


4 pex 
z—Ji.2)- 2 0.56 - 1) + s bdo 2) 


X у 


= i Ж : u dr x А қ : % 
Y ОЕ e 99. yo) (x - xg) + 1 o уд) @ 7 My H 


denomina-se plano range ao eráfic е ; 
na-se / angente ao gráfico de fno ponto (хо, уо, f ( Xo, Foll. у. 

——— 5 

Observe que só definimos plano t; neente em ira y " қайы. E бху == Y (1, 2) = 11 

"oserve que so definimos plano tangente em (хо, ур, f Сх, У02) se f far difereg? ; к 

(Хо, Yo). Se f ndo for diferenciável em (Xp. Yoh mas admitir derivadas uen 

então o plano (1) existirá, mas não será plano tangente. Veremos mais adiante qu T. 

for diferencidvel em (хо, vg). o plano (Т) conterá todas as retas tangentes ао práfier 

i. 


E ax ma 2) = 1. 
a zs оу 


ponto Xn. Yo. f (Xn. yn. r ^ 
Em notagáo de produto escalar, o plano (1) se escreve: 4 Ib plano tangente é 
2 (хо, Yo), 2 (xg. yo) — 1 | “Па, y, z) — Gro. yo. f (xo. УО] =. 7-5- Піл- |) ғ 3(у— 2) | 
ak ey 4 M. ке саны шш 
Segue que o plano tangente em (xy. vp. f (xo. Yo) é perpendicular à direção do ve y та 
Li aj Ж . ( 9f 3 Y am-ilacia 
ы A ее n EE 1,2. /0,20 + À | = (1,23, = (12. — (|, 
D E (Xo. Yo), x (хо, yo), | $ xeu, 2.90, 2) Er à 


m 
А reta que passa pelo ponto (хо, ур, f (Xp, Yoh) e é paralela ao vetor С) denominag 
normal ao gráfico de f na ponto (Xp. Y f (xp. Уа). А equação de tal reta é: 11 


; 


9 (хо, Ya). — | А ІН. 


[63,0 =0,2,5) + лаз. Ded 


E sa 
E Seja f (x, у) = х? + y? 
3 0 se (x, y) = (0, 0) 


i 





LE уг) = (Xy. Ур. / (Xp Уа!) ҒА | yu (xn. Уй). EN 
| OX e se (x, y) & (0, 0) 


T 
ІЗ 








plano tangente c gr: co de fnão admite plano tangente em (0, 0, f (0, 0)). 


dus a definição, para que fadmita plano tangente no ponto (0, 0, f (0. 0)), f deve 
К chem (0, 0). Se provarmos que fé nào diferenciável em (0, 0), seguirá que f 
24710 tangente no ponto dado. Temos: 

d др - 
== (0.0) = Ое — (0, 0) = O. (Verifique.) 
E oy 





reia normal 
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і y — 2y)em [2 Y (2. 2) 


ЙО c A 0 + к) — РО, О) а (0,0) A 2. (О, Оук 
"е _ 
= xy em 5,2 E 


: liiis: iuc L Ja hk? 





СА, А) | ЕЕ: : | 
ш ( 1. 1,1 ja tangente ao eráfico 
í 2 (1,1. l)e que seja tangente ао ак 
ssa pelos pontos (1, 1, 2)e( 
= o plano que раз 

MT hk? | 
Soja C (h, — 7$ Temos: = MM 
i ELS ! plano “esta paralelo ao plano z = 2х + y e tangente ао gráfico de f(x, ; 5 

л ue seja ра elo ao p z 

А 5 г. 1,3). Calcule 


lim С(0,1)-0 4 é a equação do plano tangente ao gráfico de f (x. y) no ponto (1, 
im EL N: 


> a Я 
| ГЕ e Y (1. 17. 
22 | rráfico de f(x, у) no ponto (1, 1, 1). 

1 à | 3: = бба equação do plano tangente ао gráfico de f C, | 

ші Сіһі-- | 

fus 242 Е 

RR. 2a. 

Assim ме 4. = 
С mine а equação da reta normal no ponto (1, 1, 1). 


ы GE add x ume y (0, 0) a a função f (x, y) = + o [E | onde d (и) é uma função derivável de uma variável. 


dx 





lim ——.- 001 Жо у; 
(h, kii, 0) (Л, K)| E sus planos tangentes ao eráfico de f passam pela origem- 
i | | | 
2 Б ЗЕ RR ET X : 3 E. x" 24 „5 + Jg 
viria D 3 TO DELLI 3 5 1 " F Р +; - ы E 4 5 Li rentes au iratico de f pas 
não existe, logo, f nào é diferenciável em (0, 0); portanto, f não admite plano dam ге a função f (x. у) = — E E Mostre que os planos tang E 
T X y 


ponto (0, О, £ (0, 0)). Observe que o plano А 
»ela origem. 


mi A o plano que seja paralelo ao plano z 


2x + 3v e tangente ao gráfico de Fix, y) = 


: É 
2 — Г (0,0% = 2. (0, Оу (x — 0) + 2. (О, 0) (y — 0 ү: 
^ fine os planos que sejam tangentes ao gráfico de f(x, Y) = х + y^ e que contenham а 
: "сеп 1 == 3 7 = 0. 
ой Seja, " езе: É Enc А 2 _. 5, Mostre que 
plano tangente aos gráficos defi у) =2+ жу едх у) х y" MOSITE 


= 0 E @ = 1, sendo (à, b, f (a. b)) o ponto em que B tangencia o gráfico de f 


a função f(x, y) = 1 — x — y. Seja а o plano tangente ao gráfico de fno ponto ta, 


l^ — b^. coma 0,b» 0ea^ + b? < 1. Seja V o volume do tetraedro determinado 


E pelos planos coordenados. 


não contém a reta tangente à curva y (7) = (t ft 100) no ponto y (0) = (0, 0. f 0 
fato, a reta tangente а y no ponto (0, 0, F (0, 09) =(0,0,0)é: E 


(сауа ПЕЯКАН FA [1 |. >) A € IR sse V em função de a e b. 
A ra г. 


E av ov =0 
a Г Spomine a e b para ue se tenha — (а. 5) = О е — ta, b) = 
que, evidentemente, nào está contida no plano z = б, n раа “ da db 
E. 2 as zi : 
Ў 05 planos tangentes ao gráfico de f(x, y) = 2 + x + y eque conte nham о eixo Dx, 
теа função Fix y) = xg (х2 = y^, onde e (u) é uma função derivável de uma variá vel. 
a pela origem. 


Exercicios E PA E TE o БЕС 





|. Determine as equações do plano tangente e da reta normal ao gráfico da função 6 " Huc o plano tangente ao gráfico de f no ponto (а, а, fía ay) pass 
dado. | . 2 2 „2 
А RETI (x. у) 6 diferenciável e dada implicitamente pela equação — + Fr ccm і, 
afix, y) = 2x рет (1,1, f(l, 1)). 798 " à 
; т] a X, р Y y 7 7 ; el i П 
БҮРІ y) = + y" emb FCO ГУ). + + — - 2- = | é aequação do plano tangente no ponto (xp Vo. 20) р + 0. 
104 b 2 


субх, у) = Злу — дует (1, = ft, — НЕ), fi a y) diferenciável em (Xp Yo). Seja 5 a função afim dada por Si) = а(х— ag) + 


E + с. Suponha que 


d)fíx,y) = хех ^ em(2, 2, f (2, 2). 
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E fía А, yg і Ку — f(x, Yo) É a variação ern f, quando se passa de (ха, Уа) 
Ы! 4 : E 
р). Temos: 


fo у) = 5, y) + E (x, y) 
com y 13 

| E (x, y) D df CURA сур 

lum —————M—Ó- = b: + E -— (x E Yn) = — (дү. Yo Ht 1 —— (xo, ўр) 

(x. 3) (a, у) ІШ х. y)- (хо. ур) (Xp + h, YO ) / ын e Әу 
E AA ; má shek 
і Иб: E. o melhor quanto menores forem os módulos de 
Conclua que à = x (ха. Yn), hb = 2. (ха. ур) ё c ma до tant Ч 
ex oy 


z J (xo, Yo). 


Ж ririnos-emos а — (xo. 
5s, refe Ж 


vg Mt + Ф (ха, УО) como a diferencial de ў 
dy 


gn 3 ES ҖЕ s'acréscimos he К. | А PRE СЫ 
11.4, DIFERENCIAL É. 4 ыт a função diferenciável z = f(x, y). Em notação clássica, a diferen- 
а по, . t “ n г 


q iix. y), relativa aos acréscimos dx e dy é indicada por dz (ou por ау): 
+1] k 


df ar 


Seja f (x. y) diferenciável em (xp, vg) e consideremos a transformação linear 
(x, y) dx + —— (х,у) dy. 
oy 


mação é sinônimo de função) £ : IR^ — IR dada por 


P do 


D L (h, k) = E (хо, ур) + £, tn. Уп) K. - referir-nos-emos a (2) simplesmente como a diferencial de z — Fix, y). 
CX E ы т : E E E р y Fd gu 

É E Az será usado para representar a variação em f quando se passa de (х, у) а x 5 

Segue, do que vimos anteriormente, que L (А, k) é a inica transformação linear ii É 

IR que aproxima o acréscimo i | 

Аг = (х + dx, y + dy) fm y) 


FO + А, уу + k} — Ро, Yo) | 
com erro É (л. Ку que tende a zero mais rapidamente que Il (A, 49 ll, quando (A, kj tendes 
[sto é, i q T 


T Az = dz 


F Kimação tanto melhor quanto menores forem os módulos de dx e dy. 

f (Gg +A yo + K) Р Gg. ур) = y (xp. уп) + Y (хо, уо) ЕЕ i À Sejaz = x y. 
ex ey | 1 o 

; um diferencial. 

fa diferencial, calcule um valor aproximado para а variação Аг em 2, quando 

g= ley = Әрагах- 1,02еу = 2,01. 

rro cometido na aproximação acima. 


Lih, kì 


Com 


Я Eih, К) 
lim — = () 
i у = 00, 0) MCA, К} 





у] ão li 5 ; >: ni E... dz = 2xy dx + x^ dy 
Fois bem, a transformação linear L., dada por Т), denomina-se diferencidvel de fert " ду ASSIM, dz = 2ху d. ау. 


Az = Day dit x^ dy. 

) RAT 2, dy = 0,02 e dy = 0,01 resulta Az = 0,09. 

gráfico de Té o plano tangente ao gráfico de f no ponto КҮЛІСТІ) Fazendo d (у + dy) — x y = (1.02) (1,01) — 2 = 0,091204 (valor exato). 
he y = yn 1 к, vem: . то P + па avaliação acima é 0,001204, 


„ І s 
Seja T LY, Y) == ШЕ Yo) T 4. (Xp. Y (x Xp) + M (Xp. уа! (ү Қт yo). Sabe 1 


Fixo + А, vo t К)- бхр. уп) = T (ха. vodh E £ (Ха, yo 
ch yo OO Ж 
L (h, К) b) z= x arc tg (x + 2y) 

К | я | ) nit n e rice эЧ 
Segue que L (Л, k) é a variação que sofre 7, quando se passa do ponto (дүр yos ао? : Соте 


С. 3 
h. yo + &). [ s» f) x — arc sen uv 
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2. Sejaz = xa er Y E 
DU TP : E- 
a) Calcule um valor aproximado para a variação Az em z, quando se Passa de E. с; 
para x = LOI ey = 1,002, de 
b) Calcule um valor aproximado para z, correspondente a x = 1.01 eye ix : 
doe Vp ebd. 


а} Calcule a diferencial de z no ponto (1, 8). 

b) Calcule um valor aproximado para г, correspondente a x = 1,01 ey yg 
c) Calcule um valor aproximado para а variação Аг em z, quando se passa Es 2 
para x = 09 ce y = &H. E a 





4, Calcule um valor aproximado para à vartação АА na área de um retângulo quari ; 
5 } ilic 

variam де х = 3 mey = 3 m parar = 201 me y = 2,97 m, F- 
Temos; 


hi 


. Uma caixa de forma cilíndrica é fetta com um material de espessura 0,03 fm Ав ed 
Ікей, - ШЫН 


; | E agora, que f(x, y) seja diferenciável em (xp. Yo). 
nas são: altura 2 m e raio da base | m, А caixa é sem tampa. Calcule um valor aii 105, ago ^ 


para o volume do matertal utilizado na caixa. | - 
| | ! Re | T of ; x— Xn) 3 (xp. уп) — Yo! + К х,у} 
б. A energia consumida num reststor elétrico é dada por Р = —— watts. Se V = 100% = ft. му) + ps (xg. Уд? A) ER - E DER 


10 ohms. calcule um valor aproximado para a variação АР em P, quando есте 
e R aumenta de 0,01 ohm. 


~] 








E (h, К) " 
lim == 


‚ А altura de um cone é A = 20 cm e o raio da Баке r = 12 cm. Calcule um valor apt 
| lx, y) > хо а) ШО Y) — (хо. Yo) 


para а variação АУ no volume quando & aumenta 2 mm e r decresce 1 mm, 


| 203 
. Calcule aproximadamente (1.009 ^. 


ED 


9. Lim dos catetos de um triángulo retângulo é x = 3 cm e o outro, у = 4 cm: Calcule] 
aproximado para a variação Аг na hipotenusa z, quando x aumenta 0,01 core y бестеней 


s i а igualdade 


10. Defina diferencial de uma fungáo de trés variáveis. m SU = X9) + 2. (xo. YgJ&Y 7 Yo) — Vf (xo. Yo): [(х, y) (xo. Уб)! 


11. Calcule a diferencial. 


3 > 2 E 
Jg me. y Ue Wes 5 m 
alw = xyz [РД AE IES {ук = + : 


"f, = f(xo. yo) + Vf Go» yo) [Gc 3) a po + EG. y) 


12. Calcule aproximadamente ¿00,019 + (3,02% + (3,05, 


11.5. O VETOR GRADIENTE E Е(х,у) x 
im ЕР шысы; 


ums EPA Dur . Lx, уў—+(х. yo) |К. у} — (ха, Уо) 
seja = = f(x, v) uma função que admite derivadas parciais em (хо yo) O vetor 7 à pira 


Без 
a . Y of ; 

Vilas. Mo) = | m Um Ya —7 (9, т E. 

e dy / E 

denomina-se gradiente de f em (Xp Уа) Ошта notação usada рага O gradiente def жі 
a y Е AP E. ИШ 
é: grad f (xg. yp). Geometricamente, interpretaremos Vf (xa, yg) como um vetor e i 
ponto (Xp. vn. s 


ж y) e Xo = (хо, yo) teremos: 


(Хх) = E (Ха) + Vf (Xp) ' (X x Ха) +ЁЕ{(Х) 


EXEMPLO. Seja f (x, y) = х? 4 y Calcule Vf (1, 1) e represente-o geormeu a А 


Solução E A. 
; due se f(x) for função de variável real e diferenciável em хо, então 


Роу = Fg) t Р Og Gc — ху) + EGO 


ғ 


Y fixy) | Ф (x, у), F (Y, v) | = (dx, 2v) Assim, 
‚ К Әу ] 






"Er пс a fm mm 


кел == 
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hi 


y está contida na curva de nivel y — х = U. 
















com que à imagem de 


Mi 

e m de y. 

зе а Image Сур) = 0. 

І ra todo £ y 17) J VY 

lim EIN 0 ; Scr 2 Я 

E: | 7 Xnj € z) = д T ay" + 927. дей 
Y TOUCH rficie de 

3 "erennidvel cuia imagem esteja с отта na superi 

E -urva y (1), diferencidvel, cuja ima; 

mplo de uma cu 


E. Ay" 4 97 = 1. 
Коне que V f Cy (0) 
| (xy т) = x + dy” + 97 е seja y (t 
e tida na superfície de nivel x 


Sendo fix. v) diferencidvel em (Xp Yo) nada mais natural, entáo, dà 


da деу em (xy. yo) por: f' (хо, ур) = V f (хо. Yo) . Assim, a derivada de 
o gradiente de f em p. Yl | 


Mais adiante, destacaremos as principais propried 


que defi 
Го, уҙе 


y' (1) = 0. Interprete geometricamente. 


y= (x (n, y (th v (0) uma curva 


ades do vetor : 3 Е 
gradiente, É 2 +44 4 97^ = 1, etal 


Exercicios 11.3 — É — a o d: 


P a função f 
gvel qualque 
i = (xp. Yo» 20) 





ғ, com imagem con 


|. Calcule V f(x, у] sendo Fix, y) = 
н Y. 


а) x^v po y Je ie zo). y (Ug) = O E 1 i Зе ш. 
6 e que үү m d plan tangente à superficie de nível dada. no ponte блр, Уре 20) 
су & T М: guides А te à superficie de nivel y^ dy” + 97 = 14, no ponto 
, 2] агс tr — 30 £ angente а sd pe é P 
\ | р “E Y rmine a equação do р} ү! ПЕ 


E + 


a 


E Jefina gradiente de uma funca - trê 'artávels alc га | 3 ; 
| | | 4 nu ao de tres ana Era, Calcule V f(x V. a sendo Pia 
"os ) Tor de 


| 7 v aci + > 
abcr ұт ж? руҳ To + г> 


О ЦЕ d) z arc tg > 
T 
ЖЕТЕ 2 2 қ E 
3. Seja f (x, Уу) = X — у, Represente geometricamente V f Op. Yn) sendo (m. Mo) = 4 
a) (d. 1) b) (—1, 1) | a 
о -i dl, = 1) 


ЖР \ М 
4. Seja f(x, y) = arc tg À. Represente geometricamente V / (хь vj), sendo Gige v). ШШ 
t v E. 


circunferéncia x^ + к= 
Лу: > 5 — i 
a. Seja у Us Y) — А” y^ eseja y (0) = Gc {г}, v {ТҮ uma curva diferenciável cuja ind 
contida na curva de nível f(x, y) = 1, isto €, para todo t no domínio de y. fix (t) У 
exemplo de uma tal curva), Seja y (ду) = (Xp. ур). Prove que y'i- V f (д УО) 00 
geometricamente, 


(Sugesido. Para todo 4 no dominio de ә. UE + (Qv (OY. = |; derive em relação até ШШ 


TO DAI REO; : "m 
6. беја, v, -а + y^  z eseja yin = Get), vir, г(бу uma curva diferenciales 
WT и E Ya А 2 д T NUN NOE Р Ши 
está contida na superficie de nivel x^ + Y +: —LSejawy(g) = Gp. Ур 20) Prove q 
V fix, > p Zn) = O. Interprete geometricamente. 


7, Calcule f' (x, y) sendo f(x, y) = 
а) xv mn? 
1 2 \ 

еухір — d) arc sen xy 
y і 
. i T А 24 ШЕ 2 
5. Seja f Gr у) = xy e веја y (1) = (xc (7), ү (0), 1 E 1, uma curva diferenciável Ша НИ 
contida na curva de nivel fix, y) = 2. Mostre que para todo t em df y UM (Жазды: 

exemplo de uma curva cuja imagem esteja contida na curva de nível xv = Ж 


- y] Y 
9. Sejam f (x. у) = y — ae y (0) = (sent хед“ r}. 
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ҮН 
| | 0 se X — Xp 
UR P mação. Observe que ¢ (X) é continua em Хо. ш 


аб 

acima nada muda se supusermos f uma função de n variáveis. 

клат e demonstrar à regra da cadcia para derivagáo da composta de uma 
Ae variáveis com uma curva, vejamos о seguinte exemplo. 


E 
| lema 


ТІ REGRA DA CADEIA - 


É sejam f (с. у) = хуе уб) = (Г, г). Considere a composta F (7) = / Cy (09). 


Ë 


12.1. REGRA DA CADEIA | E Rif e verifique que F' (0 = VAO) y' 00). 


Es. 

y) =/ (г у г. Observe que F fornece os valores que f(x, y) assume nos 

arv; y (I) = (Р, r^). 

P 8 al, | - (y, x); segue que Vf. É) = (t^, r^). Por outro lado, y” (1) = 
Ox ду 


A 
1 
“x 
ay 


Am 


Sejam f(x, y) uma função definida num aberto do IRÊ y (1) uma curva defini 3 

ij кр тар que y (1) € D; para todo г Є /. Nosso objetivo a seguir 6 Ne сы. 

orem diferenciáveis, então a composta F (т) = fi | Manos м. 
ы Ê сі a E 

regra da cadeia )=£Cy (0) será, também, diferenciávell 


Е) = У YD y (n 


onde Vfty (2) 7 Y (1) é o produto escalar dos vetores V сүйе y (ӘС 
Vamos precisar do seguinte lema. | 


V£FCy y (й= (7, 0) - 30,20 =3 + 26 


= 


va f- - I? Ee Е. 
Lema. Se f: A C IR^ — IR, А aberto, for diferenciável em Ха € A, então existirál 


| função q (X) definida em A tal que VO) y (0-5 Ё = Е' (0). 


T Sejam f: A C IR? —s IR, A aberto, e y:I=> IR? tais que y (1) EA para 
itervalo |. Nestas condições, se y for diferenciável em tj e fem Xq = y (tg). 
Amp osta E (t) = f (y (1)) será diferenciável em fg e vale a regra da cadeia 


F' (t9) = V f Cy (9) Y" Gg). 


| f) = FX) = Vf(Xg - = Ху) + eQonx — Xp ll 


| сой ү Ф(А)= 0 — p (Xy). 


Demonstração 


Sendo fdiferenciável em X, tem-se 
Рага todo X € A. 


ÁO) — (Ху = УХО) - (X — X9) + E(X) : | 
| FONERA) = Vf > (A – X) + ¿200 11X — Xp! 


cüm 


im -ŠO 2 
X- X, ПХ — Хай Dur (X) = 0 = (Xp). 
О 
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Substituindo em (Т) X por y (1) е Xo por Y (tj) e dividindo рогу =: é E 
шн 9f devem ser calculados em (x (1), y (0) quando di ET 


I Б: a E of e 
q end do BE ax ду 




































FD — Tiyo) (1) (1 Y 
poc RIU. т Үү), o (y (n) MUDE pe E EE A PET 
#0 Sk, — Ec eS . inte пре: sao dadas as Funções di- 
у f nU ncia, ocorreráo, ainda, pt oblemas do seguinte tip p 
Observe que : bh. i win se calcular —. Evidentemente, о que 
Ere 7 x (0ey = (0 e pede- di 
228 mposta z = f (x (0). y (0). Assim: 
Туй) — y (2911 " lr — tol (yO убо) | ada da compo 
E t — tg = f dz | = д] dx ӨР dy 
El T pe» rand eem 
De dt öx dt ду dl 
limitada 
0 ; A 
а 
; ЖЕЗ ШЕ (І 
lim edo 0-0. lim | im 2- Yu) = Il y' (f, : > : 
г f | — ip. I— fs | rs Y 015 dz _ ос ах E ez ау 
dt dx cdi dy dt 
resulta 
esa da mesma forma no caso em que fé uma função de trés ou mais variáveis, 
: |y — y (tp) E- 
hm шсіубі)) 1000) - ye é | = Я + dz 
E = ls joda 5 Sejam 2 = ұғы X = г eys 27 + |, Calcule =: 
2 ер”. dt 
Logo, 
T РИ Е Ei ! yU | : 
F (t) lim —- e lim frt AP 0%). fo ( 
D, i — lp i Ig і = to : 
| z=xyx= e! ey 201 1=1 = 2454001) 
А demonstraçã do do teorema acima é exatamente a mesma, se substituirmos f ! | 
variáveis por f de n variáveis. d 
F Р „г 
-— = Aet (2+ D) 2e” 


Segue desse último teorema que se f for diferenciável em А C IR^ e i prenei 











Г. então a composta F (1) = fF Cy (50) será diferenciável e, para todo г emi ; dt 
F'(teVfcoyt- у (D. 
Fazendo y (t) = (x (Т), y (0) e lembrando que ж. 2.22 [ar F 2r + 1]. 
di 
ҮСУ = 2 х), vt ке (x(t), уау) e y (1) = E da cadeia) 
oOx dy di i 
resulta: dq _ 9:1 dx 9 dy 
di dx dí dv dt 
(= 20 (xir), уб) 2g ФУ e, yy ES v dy E 2 2 dx Mel? е йу _ a 
dt ax dt "gu "p YY, EA 3i a p 
Escreveremos com frequência 
ағ ар dx | af ау dz A xvte 2% ү 
ТЕ MU жауа Em а! 





di Ox dt dy dt 
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E F | do anterior, obtemos: 
OU seja, ] па expressão ante 


dz 2 7 2,4 2 ; ; 

— = del (2r 1),r? + 2021 = 22214112 Ж 

Bo 5e E de [dr + RA e| ^ia 449434 LE (1,4) 
dal, =1 du 


Ц 
= 


2), onde fix у) é uma função dada, definida e dife- 


EXEMPLO З, Seja F (1) = Flet ^ sen 1) onde f(x, v) é uma função dadá difere a 
as derivadas parciais de f. 


Е 2 im TT RUNS x Inos d 
а) Expresse F' (f) em termos das derivadas parciais de £ o do IR". Expresse o” (x) em term 


Ж 


n гў 
b) Calcule Ғ” (0) supondo Al (I. 0) = 5. 





OY 
Solução — aa 
| | | dx af dy 
ГА С NA le д = қ 2 ъ y! (> ЖЫ „н A RE 1 ERES ( ) 
a) Fi) = f(x, ууопфех = tt ey = sent. Y) = E (x. у) a de di 
df of d of dy 
= х, v) (x, y) — 
at da dt e d 
Е 3 7 dem 
Dai е (x) Е 9] (х, " 2р 23 ДЕ зу? (x, t 2). 
т Uf o ede л | дх ду 
F n — (e" sent) Del 4 (e' . sen гу COST 
E ГА" y , 
| ў. Suponha f (х, y) diferenciável е que, para todo x. 
E à >; ; Е E ? 
БЕ 00) = 2 0.0.04 27 (1,0): 1: ово 3 Б fOx+1,3x— 1)=4. 
dx dy i 4 ki 
; ys 
Ғ”(0)- 5. paT ІЗІ ЕЛ 3x— 1) = — of (Эх [Эх lj: 
бх Uy 


EXEMPLO 4. : fr 3x + 1), onde Pu, v) é uma função de classe с еш ІН; 


B. 


dz 
а) Expresse — em termos das derivadas parciais de ў 
dx 


$40 COM as variáveis, vamos primeiro substituir x por f. Assim, para to- 


E El IF ey 
b) Verifique que а = 2 2] (І,4%--3 E (1,4). 


dx xx] en DV Үз ЛАК 1) = ай" 


Solução 
( Relação а 7 05 dois membros obtemos: 


Sendo f (и, v) de classe C! em IR", fiu, v) será diferenciável em IR^; к< dev: E 


também são diferenciáveis. Podemos então, aplicar a regra da cadeia. d 
plicar a reg g VO + 1,31 19] =0. 
É 


ülz = fiu к), н=л ер = ird 1 





е x AT T =“ а e ET dv | 
ox ІШ Л Qu (t S An ағ dy 
Ed, 3t - 1] = 2f (3t + 1, 3: 1) ШЕ + ыд: I xem 
ou seja, А gx di oy at 
of әу Xm 
іг ОРО қ =3 = (u+ 1,37 — 1) +3 — (31+ 1,31 — 1) 
АЕТ 4.9 eh dab) aci ду 


dy du eu 
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teremos, para todo 7, 

























дү : 
ағ : Um BE -1x-D- ae j, 3x — 1). 
козг E +3 | ү 
дх 0+3 CHI, 1 дх 
ou seja, E. f e~" u^), onde f (x, y) é uma função diferenciável dada. Expresse du 
mm . , ; Sr 
Е vadas parciais de Í. 
— DA + l, 3- 1) = [i (3t 4- 13 al 
ox y — о" 
Segue que, para todo x, еу и 
1 F : = 3f - jf dv 
m (Зх + l, 3x — 1)= of (3x +] зе С = EL (x у) ze 2i х. у) = 
dx d 3, Qt bae 15; uw uc ир S du 
Observação Sejam f(x, v), e (x)e SEES na 255522 | 
40. 5cjam fx, у), e (x) e Л (x) funções diferenciáveis e cai d 
x * eis е seja y (x) = (y 
y 3f j 
2 р 4 ; dz = Mo 9f (A, } ән E (x, vi 
Jig GO. hix) = fCy (x. y E Т dx оу 
Уу 4 i di 
Pela regra da cadeia г x T 


ОР а 8 ‚ Sejam А е B abertos do IR, f (x. y) diferenciável em A, g tu, v) e h (a, v) 
dp P EMT OS dx Lf£éy en] = V fCy Q2 - УУ É em B tais que, para todo (и, v) em В, (g (и, v), Л (н, v)) E A. Seja 


К. 3 Е (и, v) = fig (u, v) A (и, vd), (би, v) E В. 


ШЕ 


ош seja, 
А mudança de variáveis x = g (и, v) y = Л (и, v) transforma a função de duas 


кен 
B (х, y) na funcio de duas variáveis 


d : JE | а d 
Em Le x Ata) | = EA іе (х), ALO) а (x) + of (е (х), A QA (Ж 
Ex dy gu T 2 


A 


г = Fu v) = fig (и, v). hiu, vi) 


ж. 


- Y + 


Vamos, agora, resolver о exemplo anterior trabalhando diretamente com a equae 


EE AE ер 











E Е: ^ 
dx ӘР dy dz AF gx ә] ау 
Derivando em relacao: : 1 pm — o LI q — = —— — + -= -— | onde е devem 
ATE ação ax os do » ; чү." Е S 2 т a E Ё An 
ç dois membros, obtemos: T ди ду ди диз iod суйши, Bx бл 


ло ponto (e (z v), h (и, v)). 


Fr 

A Gx + 1,30 1)]=0. 3 
x E dx T А e ЖАР; 3 а Jy 

T —— 4 E ду | o dz 9f PT 4- e E 
Como (veja observação acima) dv dx dv dy dv 


MESE j jf pe 

EU ep i (дшш 13x — 1)(3х + 1)' 24 (gr + Ы 

d ox dy : E | or ; 

№, y) onde x = р (и, v)ey = (и, v). Para calcular pm: vamos aplicar a regra da 
. ; и 





=з of (3x + | ix l3 af (3x +1 Ar D Е 7 
ёх | рс J Г Y Como constante; tudo se passa como se x e у dependessem apenas de и: 


E 
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j 7x If | E 
«е ТРЕК Т ч 
Ән ax du ду ^— ðu : Y 
ӘР (ғ, 6) = cos 8 ШЕ (x, у) + sen € —— (x, у). 
onde x — B (н, v) е ү = hu, v). gr ox ey 
3c us ; ; à x 3f dy 
de 3X dy _ dx dvy E er e ау aes dx 4 Zi g уу 
Cuidado. Escrevemos — e L2 e пао £ ч ; ar ; ы. ШЕ. (г. 8) == —— (х,у) - Aum 
au аш МЫ Are de derivada, с ab dx ğü Jy de 
of ; 
b) Para calcular ІСТЕ vamos aplicar a regra da cadeia, olhando и сото COnstani T: 
dv a 3 3f d ] 
Ғ- aF DS ur PRIN M еа iab ГІН 
passa como se x e v dependessem apenas de y: É E == t. 8) = —rsen 8 РЕ (x, y) + reos 8 ду (X, y) 
aF 7 É 
д ! { | - + ef ( 1 ду 
a eX eu gy e ; 
4 m i of 
4l di L ФЕ ER gy = —еп n zi (A, y) + сов O Ea (x, ү). 
onde x = g (u, v)e v = й (и, v). 5 г 98 Ox ау 


Ы” L 
К> 


Je O por sen 8, (2) por cos 8 e somando membro а membro obtemos a relação 


Шы 


Eu 2 : ЖОЛ а % 

EXEMPLO 9, z = f(u" + v, ну), onde f (x, y) é uma função diferenciável dada É 

д] 

ez dz : e 2 : 

— с — em termos das derivadas parciais de f. 
erg "v 











E a E of 
УІІ. Suponha z = f(x, у) de classe Cl. fa. 2)— —7, su (1. 2) = Зе es (1, 
Solução E É р | ] 

Ша que a imágem da curva y (г) = (7, 3 — 1, zi} 1 E IR, esteja contida no 
7 T б. 

z — f(x. y) onde x = u^ + v^ey = пу. ag 
їй 


az if Tx af Jv A x > + : 3 t e ; EA T 
modes id (х,у) T + 28 (x, y) = = 2и 2 (u^ + y”, ur) + Y Ez ac r Шагао da reta tangente a y no ponto y (1). 
би eu du ду ди dx ду — dg ре. 
oz af ‚ @х df af v) Y. ; | М ; ne 

mU —— (х, у) —— + — (x y) —— = 2v —— (x y) + н — Quy pes Sifa y). Como a imagem de y está contida no gráfico de f. para todo 
Яр dx v dy gu dx y 3 à 


(0) EG, logo, z (1) = f (C, 31 - 1). 


ug eo 
onde x = w^ + реу = пу. 


- El 
1 






EXEMPLO 10. F ir, 09) = f(x, y) onde x = rcos de у = rsen 6, sendo f (x. Y) WIS 


diferenciável dada, Verifique que уа) = (c (A), y (0,7 43) 











3 os B oF AF 
TE a ES a ү 
dy ` ғ өн ағ 
Solução 
(x {Г}, y {Г}) 
JF ) Jy ; Jy 
ER іг, В) = D (x, у) É : af (X, V) Ll x 





dr dx dr et Qt F z (=f ix (гу, y 0) 
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б) А equação da reta tangente no ponto y (1) é: 


(у) 7 y (D) + АУ (1), A € IR. 





lemos: 
у) = 0,2, 200) = (1,2, f(1,2) = (1,2, —25; 
/ 12 
y (0) = | 21, 3, 2 | 
Қ dt j 
ал кых dz df dx Öf ote ) 
z—f(r.M-—1)— = — (PM 1) — + -—L es 
dí ex d dy G A D 
| E ЕЕ E E 
Assim, — = 2j 2] (2. 31 — +З ep (^, 3t е, portanto, a = 
dt gx oy at [p 
y (1) = (2, 3, 18). 


A equação da reta tangente é, então, 
(x, v, т) — (1, 2, C2) + A(2, 3, 18), ДЕІН. 


О próximo exemplo mostra-nos que se y for uma curva qualquer, difere 


сша imagem está contida no gráfico da função f (x, y), diferenciável em (xp. УЙ 
reta tangente y no ponto y (45) = (хо. Yy f Guy, Yg) está contida no plano tangen 


Yi p T. (X ғ Уй 1 | à 


EXEMPLO 12. Seja f(x, y) diferenciável em (xy. ур), y (0) uma curva diferenciam 
cuja imagem está contida no gráfico de £ Seja y (fp) = (xg. yo. f (Хр, Yo): Então 0 


gente a y no ponto a y (75) está contida no plano tangente ao gráfico de f no 


Solução 


Seja y (1) = (x (0), y (4), z (1); como a imagem de y está contida no gráfico def; 


z (t) = fix. у (ty. 


Sendo f diferenciável em (xj, Yo), x (7) e y (0) diferenciáveis em fy, podemos 
da cadeia para obter z' (19): 


E af ау ' 
a оңа I (Xp Yo! X (En) ans (Xn. Yo) y (tg). 
ex oy 


A equação da reta tangente em y (45) é: 


(х,у 2) = Gp Yo. f Оду УО) + A (x (tg), y! Gg) z' 93) À e IR. [ 
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T anto 
Frar que, para todo A, o pc 


ж Go + Ax (to). Yo + Ау (tg). Очу Yo) + Ас 60) 


IR 


g i 
ef (Хо, Yo) (x жа хүр) F M (Xp yp? Ly елер (11- 
dx í ey 


- 09-0) + 
Ж ip). De fato, para x = х0 


х= хут Ax (ey = урт Ау (fp) obteremos z = 
+ Ах (lp) e y = уу + Ay Up) temos. 


Li 


4 2f чү} Ах” (fg) d UNT UTE 
Pz = fixo. yp) + gos (X Yo) AX (1g) x o "o 1 [ 


E of ; o ; р zh П \ А 
E Ge + À | —— (xo. Yo) х (t9) + —— (хо. Yo) Y Ho | 
E. f ( уа) Е (n 


M =й 


| i Т 
Я | 


y 


[Оду уа) T AI! Co). 








úncóes são supostas de classe С ou diferenciavels, quando necessário) 


EE ~- 


t dz | 
Е; x pelo dois processos descritos no Exemplo 2: 


sal 


ЗЕЙ Үз ү = Зеу = i^. 
pt зуг, P= sen fe y = cost. 
da (1 + e = y^), x = sen 3ге y = соз 3r. 


КІШ» 
3 


p - JG 2? - 1). 


2; esse & (1) ет termos das derivadas parciais de f- 
"E 
H : n 2 | 

Шер (0) admitindo а (0, — = —. 
E ex 3 


x. M 
=. 
ard ic 


a di Em têrmos das derivadas parciais de f. sendo г = f (x. уре 
ІШ 


КЕ Cy = з, 
ne He зе. (ув 27. 


af 





4 р 4 o 
E due, pars todo 1, f (170,27) = г — 34 Mostre que (,2)-- ^ (1,2). 
дү 


cx 
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4 " ONCE ENSE 
ДА yh onde x = É еу rt. Expresse di 


меу = 3 Verifique que 


s Р 1 
ЕЕ шады ы оз das derivadas parciais de f. 
em Lermos dais к 


E di AT 
а) Calcule — (3, 1) admitindo - E TVE 
fix, y) sen 3, onde x = 





ax dy P. б; 
mi - E Жр (t) = 
b) Determine a equação do plano tangente ao gráfico de f no ponto (3, | ; 3 dida por » a 
1 3 d4 к - ET. 
6. Admita que, para todo (x, y) * r 419 ау (x, y) + 3 la ү) 
a " uilla A, ч 5224 #' (1) E 3f (X, y) Caos Af EJS “СП E Іі d- 3 т н J a 1 
эр 3 f E " 
O Erico УЗ Б pitaco al ee E. 
ex oy j E ey A 
j i 1 E y Verifique que 
Calcule g" (1), sendo g (r) = F (2 cos 1, sen r). Кыш vu ty) 1 
T [ Ec - іг * af 
7. Admita que, para todo [х, у), ; ? К дт e Bic Ше 
eu t Le: 
df af SS 
dy 2x Lx, ү) A 7 LA у) = 0 ү F de н = 2% — rr m— Ae zy. Менге iue 
^ 8k | py Ee у) = x + у ұрын, у), onde 
А › [ ar ау 
ў еб AT A Бри ta! 
Prove que fé constante sobre a elipse куз = 1. dx L ди À 


$ , р СРИ Mostre que 
(x) uma função diferenciável tal que f(x, к (X1) = 0, para todo x € Г. Mostre q 


(Sugestão. Observe que a função g do exercício anterior fornece os valores de f sobre 
a É 











8. A imagem da curva уіл = (21, P^, 201) está contida no gráfico de z = f(x, у)гЗарее с 1 “4 | er іл, ріл) 
әу | | = - 
= (2, = le — (2.1) = — 1. Determine a equação da reta tangente а y mo ро g АХ) з] 
ex e E (x, gial) 
„Ж dy 
9. Admita que, para todo (x, v). 
E. 
m ЭШ of 
e af todo x € D. com —— (x, 2 (x) + 0. 
х pw релі (x, y) — 0. x 8 у 
ex o k ? rm ul 
E BEEN... diferenciáveis tais que y (1, fun = 0, para todo г, Suponha f (0) = 1. 
г „ч " 3 T 
Mostre que g (1) = - 2s c ante s ac da reta tangente à у (1) = (r PURI) no 
ug d d Юр 2c € (0,1) = 4. Determine a equação da reta tangente а (0 = (^J 
SS ү 
4 T іг | Е E (0). 
10, Sejaz = fíu + 2v, u^ — v) Expresse 7" e — em termos das derivadas parciais Ж NU Ж а inio de e. f £x. у. 
| жы DT | E meg іх v)são funções diferenciáveis tais que. para todo (x, у) no domínio de g. fü 
| | am af af E wd 3) = 10. 
il. Sejaz = fte — v.v — a). Verifique que p = 0. Suponha g (1, 1) = 3. 27 0.1.37 2; pou 1,3) =5e = (1, 1,3) 
d dx f т 


fmin a equação do plano tangente ao gráfico de g no ponto [ad 





ez dz 
F—=0 | f ! 
eu ea ir Ж 1 | » 
un : gi 
| ү) =} (егег): suponha — (0, 0, 1) = 4. 

a х £ 2 j 1 ү "Та er : үт ez 
12. Considere a função F (x. v) r| = = | Mostre que x Ed уз 0: ^ Е | 
лз qu ax әу Presse в (ту) em termos das derivadas parciais de f. 


Mule g' (0). 


3 - ы E aod 
13, Prove que a função ш = f(x + at, y + br. а e b constantes, é solução da equação E. 
parciais 3 E. ge dE К зы үка бошала 
; Шу) Ef + y, 2y, 2r - у). Expresse — е —— em termos das derivadas parciais 
pi Ju au P. l a i dx ду 

— EVE Fh-—. 


et ox ey 


e 
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ч que, para todo (x, у), (а, y х2 + угу = 0.» д ар о 
у E = €. Mostre que Er 3 . Des que verifiquem а equação х 777 АКЫ Ese 
жа E ма familia de funções 4 ax dy 


dE. Р 
nea de grau A, Prove que — ё homogt- 
ável no aberto А e homogenea de g > 


p s 
| әу (x, y) рага 
ex 


24. Seja F (x у, шу =f | ce 


EK 4 


м |m 


| Mostre que | BE oci 
Ree. 















Ae | ; af todo > 0, е para todo (х, 
а > Е E. — (tx, Гу) = t 
A - С ая Е js er =й 3 ы-і, isto é, que ES (tx, Ev) 
a 7 V | іт ; 
із т КЫП (tx, бєл. a 
ão a x ов dois membros de fx, ty) = E Их, yM 


4 Я Г бепе em relaçã 
'y) defi iniga em IRÍ, diferen 


215. Seja F (u, v) dife T 2 gF 
j renciável em IR- com — A 

— (и, v) * 0, px ? | - 
ды > Рага todo (и, уБ Я ciável em (0,0) e tal que f'(tx, гу) = t flr, y) para todo t € IR 


ү reais a e P tais que fx, y) = ax + by. 





t M E 2 linear, isto é, que existen 
odo (x. y. F (v, 2) = 0, onde z = z (x, y). Mostre е сум 0 E IE Prove que € 
йы. ^ x 3 
2б Seja fx, y) diferenciável e homogêneo í Er se (x, y) + (0, 0) 
ogenea de grau À no aberto А. Prove E + y 
T af а у) = 
Я) a —— (at, br) +b E (at, br = AI 1 ES 
ER Of) = Д ar: ~. : 
ax ду Қа, Бу para todo р> бе para todo (a ME 0 se (x, y) = (0, 0) 


(ar, br) E А. 


ri i 3 que f (1x, ty) = rfi y) para todo t e todo (x, y). 


^) (Relacáo de E Rs 
ашылады ы. НИЕ Верага o Exercício. 32 e responda: f € diferenciável em (0, € 


y Por qué? 


t idi of {х, у) diferenciável em ІА? e tal que para todo (х, y) em IR" 
May M Loa; 
ry x (Du E E 
д ау 
(Sugestão раға a): Derive т E Ж E ef (іа ER 0. 
À five em relação a гох dois membros de f (ar, bt) = Ària nj E É dx i 


27. Seja fix, vi definidae 
Euler 


diferenciável na bala у= fx у), ondcx=u+vey=04, é tal que 


aberta A. Suponha que f verificaemA à t là sr] ifique дое а função g (и, v) dada por g tu, v 


Ec Conclua que g (и, v) = «e (v) para alguma função q. definida e diferenciável 


г? 5 af 1. К 
те S | 5 IR. 
г у < D 


(Ox 


РЕКИ Р E "lenmi dia de soluções da equação (Т). 
Prove que fe homogénea de erau A. 3 mane uma famili 7 aeree 

1 2 
p - XY + arc tg (sen (x — У) * In [1 + (x — Y) 1 


| Sugestão. Mostre que e (1) = Flat, br) 
қ 


Т (х = у)? + 5 
pá 





| i y) = 
e constante. 3 


з а (ТУ? (Não precisa fazer contas!) 
28. Sel: ET CREAR EOS EM 3 Ж. 
“ja e (и) uma função diferenciável qualquer. A função f (x, v) = x^ ф | E Шш: 


ção de Euler + E E af 


ERIVAÇÃO DE FUNÇÕES DEFINIDAS IMPLICITAMENTE. 


3f ? Por qué? 








ба ЕР ЕОКЕМА DAS FUNCOES IMPLÍCITAS 
Li E 
PETS RS | inida implicitamente pela equação f(x, у) = 0 se, 
arc tg PASE | Cos Ds, a função у = g (x) é definida implicitamente pela equação PAM. 
29. Do КЕ ЕЕЕ Ее x ге Н r y 
io: if 2  VMerifica a equação x el + y 2f = [th 5 
YA т p- dx 2 dy 


Бах. 0) = ©. 
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membros da equação anterior, obtemos. 


Y 
а == 
ve [fix g(x)] = 0 


ou 


dx 


af { y of [ 
ЕТЕ (х, е (x) + FH (хе Ор (х=. 


е, portanto, 





| j 
: (x: 
ЕТЕ _ dX TA 
ғ (x) df Y 2(X), 
— (x, y) 
dy | 


jr 
desde que ri (х, gl) + 0. 
dy 


todo y E Dy 


ИЯ (у), у) = 0. 


y, obtemos: 


1 
— [f G3, 9120 
dy cad 





A 
Ou 
ЖІ п zr , 
of iy) = + е. (x, у) 2 20 
x ау oy dy 


e, portanto, 


? 
| as (x, y) 
| | Те. = h (y) 
d | гт Ерос зви = A ну, 
ау $ / (X, y) 


| gx 


i Il em todo y & Dy com E (А (у), y) +0. 
|, | | ex 


| Е ЕЕ 





Admitindo que fe g sejam diferenciáveis, vamos deduzir uma fórmula раға \ 
; o cá ^ 


If 
em todo x Є D, para os quais —— (x, g (xy) + 0, Entá ivand E. 
. para o: X, | . Entào : ; 
ES FR. » derivando em rela 





Da mesma forma, x = h (v) é definida implicitamente pela equação f(x, у) = s 


Supondo f e л diferenciáveis e derivando os dois membros da equação acima етте 
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[ А função diferenciável y = у (x) é definida implicitamente pela equação 


E y +ху+лх = 3. 


- 


ғ 
Ф. 
2 


Em termos de x e de у. 


af 
ei (x, v) 
dy _ dx YE hi 
dx af 2 у Зу? Tx 
oy 
К. dy v+ 3x 
dx Зу? + x 


— [у + ху + х = ы] 
@х dx 
5 dy dy 
Ay" — +ү+х— + ac =0 
dx dx 
йү a ОИ Зх? 
dx Зу? + x 


2 | S e с е E З 
$ чропһа que а função diferenciável z = g (x, у) seja dada implicitamente 
E. 7X 2) = 0, onde f é diferenciável num aberto de IR. Verifique que 


nm 


of 
~ {х, у, z) 


(x, У. г) 
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af т 
em todo (x, y) € D, com J (x, y, g (x, у)) + 0. E : 
- > | | 
д 
ET LE у, 2) 
of dZ _ ду 
ue cp mm DUET JN 
hb) — e jf i az PE ah 
É 
28, —— (x, v, 2) a 
dz 


3 А função diferenciável z = z (x, у) é dada implicitamente pela equação 

оу | 

em todo (x, y) E BD, com — (x. у. g (x, y) É O. 
j- 


=. 


E | 3 а ера 
E xd ua ye 


Solução É em termos de x, y € z. 


Ero 
a 
E 


a) Para todo (x, y) E D, 
D | f(x, у, g x y) = 0. 
Derivando em relação a x os dois membros da equação, obtemos: 


= M NEUE ТРЕ. а ИРА. 5 = () 
2 А | ху + х* + у Z | 

| £x, у, Р(х, ҰМ = () 
ox 


—— M —HÉ, LÀ 
f x, y. 2) 
Edo exemplo anterior 

















UL 
of 
А à SN 3 —— (x, у, 2) - e 
Bf. EE of, А co Оу л "4 | dz ox l TET LR Зх 
Hiro — (9 + ——{у у) — (у) + — (O y, 2) SEES 4 brun у POE = ТОДО 
ТР ду дх д: ӘӚЖ; | дх 9 tr ya RAE 
= É 
a в 
como — (x) = le — (y) = O, resulta 
(or x ex 
Yr 2? 3 3 Н 
os (ua у, Т) — | xyz + e +y + ]= 60), 
- 7 - EE ы Б a 
шта E O dx Y 
5 of 
ex ў {т ү. 2) 
az 
b) Derivando os dois membros de (1) em relação a y, obtemos Е. улу + ху Е 3 х2 + 3% dz zu 
3 Ax ox 
zi À pi 
— [f(x y gix, у= 0 
cy 
E E az yz + Зх? 
ou Ё "Я ——————. 
Ü | РЧ А s (x xy +37 
af . df г} f; D» ЭЖ AS fu E dem NM > E T : “alo aberto 
Lada у, zy— (0 —— (x yz) — (у) + — (6 У 2 dy E спев diferenciáveis y = у(х) ez = z (x), definidas no intervalo aber 
ex gy б ү ё ү rz 1 "ACitamente pelo sistema 
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0 Fix. у, т) = 0 ar «Е EE 
Gi, y. т) = 0 F dv dx 
; | ek; A 
onde Ғе G são supostas diferenciáveis num aberto de IR. Expresse dy a dz À dy — ox | 
das derivadas parciais de F e de G. o. | дЕ дЕ | 
д: у 2 
Solucàáo 
| n |ж әс 
Dizer que v = v(x)ez = (x) estão definidas implicitamente por (D significam E | ду z 
x em 1, | ni Í 
Q F(x vix zix))y-0 e Сіх у(х), 2 (ху) = 0, | | x aF dF 
Ra S | fes 24 ду: dz 
ou seja, significa que a imagem da curva y (x) = (x, y (x). z (x)) está contida na int Te | com + Oem (x, v (x), 2 (xh) 
das superficies F (x, y, с) = Ое С (х, у, 2-0 | $ Ed б G 
(dy д 
G (x, y, z) = 0 ӘКЕ, С) Е На ЕЕЕ 
simbolo - + é usado para indicar o de! erminante jacobiano de Fe (гет 
д (Уу, 2 
AT (x,y. 2) = 0 
i ағ ar 
9 (E. 6) M eu dz 
д (y, 2) ðG ӨС | 
ду дт 
- 1 E + ) ) . E 
Para obter 224 e x vamos derivar em relação a x os dois membros de (2). Tem E T 
X Y E УН тта: 
[9E 4x , 9F dv дЕ 3 | aF ДЕ po ur 
| OX dí y dx Өт dx É E. G) dx д ӨЕ, O) _ |еу ОХ] 
"EE cbe ааа 
Es dx , бау, 9G dz _„ 2062 lag да а әс ас 
| ах dx ev dx dz dx ax az | [dy ох | 
ou seja, j da Des, x е Ж se escrevem: 
: ах: dx 
2E dy | 9F di дЕ à (Е, С) д (Е, С) 
dy dx öz dx ox dy à (x. z) dz y, x) 
—— = = € ae — EF EN Is 
: # (F É (FF, а) 
JG dv Or dz "I dx s ESI ах es ЖУА 
— + —— --- == —— B а іу, г) pl (y, z) 
dv dx dz dx dx E. i 


» Sejam у = y (x)ez = z (x) diferenciáveis em IR e dadas implicitamente pelo 
Pela regra de Cramer, А, 
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| a imagem de 
(D j f 


ы 


d 


CLE EN 


ha | 


dy dz 


dx dx 








a) Calcule 


Іі? 


йо (бе planos 2r +y- 2 = Зех+у += = 1. 


ШЕ, 


»6. Sejam y= yez = z), > O, diferenciáveis е dadas implicitamente 


b) Determine um par de funções y = y (x) ez = z (x) que sejam dadas implici 
sistema (1). 


АП ші 


Solução ЖЕТТІ 
x5 + у? +2? = 
р; ; bt y dy dz Es : і Бана $ і T es b 2 = р 3 X T Y E l. 
а) Para obtermos e TE vamos derivar os dois membros de (Т) em relação a x. i 
dx ах w 


ão funcó ; 
vando que y e z são funções de x: A d 
ES e d em termos de x, y e z. 











d pee ET dy dz F 1 x 
— [2х + y- | = — [3], ou seja, 2 + — — — =(); н А, 
dx dx ү dx Eye zem função de x. 
d [x+y+2]= а [1], ou seja, 1 + dy 4 dz -0 “à imagem da curva y (x) = (x, v 00 z (xj). 
dx > dx dx dx 1 À 
TEN 
Assim, Н. 
‚ эй d ‚ dy dz 
24 d: by + 1 = — [1], ош seja, 2x + 2y — + 27 — = 0; 
E E dx dx dx 
dx dx A 
d | dy 
dy | dz | BE D ou seja, 1 + — —0. 
dx ах ү 
Resolvendo o sistema obtemos: 
dx É йх 2 
) i ; ШІ dm. | ОГ. 
(Sugerimos ao leitor calcular — e utilizando o exemplo anterior. 
dx dx | 
D sistema obtemos: 
yp > dx 4 
bj (1) é equivalente а 
Mé q | Tc | RS dy ez y — y 
X zZ = X = = --| p —= mz 
dx dx 2 
Resolvendo o sistema nas incógnitas ve z obtemos: 
3 : + 22 ud 2 a 
Ег y“ + z4 =] — y“ 
5 3 ] e 
Y ‚ш A E yY^1-x 
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Се ЕЕ es "onsideremos 
< yg € Уз, com (Xp. Ут) € (x. Уә) em B. Fixado xg. considere 


Substituindo y = 1 — x na 1? equação e observando que z > 0 obteirgs: е. E É tais que y] 
Assim, y= | —xez= jar = 2x?. com < x « 1. А 


z= F (xp, у)у E [fp Ya] 
с) 









MA A шашы шы 
— aa 


E, y 0 para todo y Є [y], y2] segue que (D é estritamente crescente em |у), 
1 ; СЫ МЕ Ж 


a: 
em vista que F (Ху Yo) = 0, resulta: 
À imagem de y está contida na intersecção do plano x + y = 1 coma superfície esféri | 

Voos | 


Até agora, o problema referente a uma função y = p (x) dada implicitamen por 
equação F (x, у) = 0 era colocado da seguinte forma: suponha у = g (x) difereng 


F(xg. 7) «0 е Fix y) 7 0. 


dy 





р \ ay 
. Evidentemente, == 
- -- dx M 
significado se realmente F (x, y) = 0 definir implicitamente alguma função y = gt 
үз 


2 2 В ЕЕ T M E ESA _ 
exemplo, x + y^ = —3 não define implicitamente função alguma; logo, E 


definida implicitamente pela equação F (x, v) = 0; calcule 





| 
à oer 5 E F (x, у]! 
terá, neste caso, nenhum significado. L. 


О teorema que vamos enunciar a seguir fornece-nos uma condição suficiente pe Is 
equação F (x, y) = O defina implicitamente uma função diferenciável y = g О). Anf 


Du. Fal; observe que yg = g (Ха) é o único número em J tal que F (xp. yg) = 0. 
rém, vamos ver alguns exemplos. : 


2 ista (2) e pela continuidade de F, existe um intervalo aberto |, com xy € F, tal 
| ANC | cod ох € I. (x, yj) e (x. уу) pertencem а B, com F (x, уу) = Ое (х, уу) > 0. 
EXEMPLO 7. Seja F (x, y) de classe С num aberto A de IR” e seja (хо, yo) E Anco 3 ү 


aF | ! on 
yg) = 0. Suponha que — (xg, ур) > 0. Prove que existem intervalos abertos / еле 
„у 


fe yy € J, tais que, para cada x € 7, existe um único е (x) € J, com É (1,8 (х)) = 


Solução 


mr, mcm 
" 


^ 3 : S NA Жы. plo EE 
е continua, pois, por hipótese, F é de classe СІ. Como Y (ха, Yo) > Е 
у oy 
І = i 5 Е - = Sup 
da conservacao do sinal existe uma bola aberta B de centro (ха, Yp). que podemos 57; 
Ча em A, pois À é aberto, tal que Р 








I5 y) > Oem В, рага todo x € /, a fungáo 
aF ы ум E | 

(x, v) > Оет B. 
Я 





3 = Fx уу Mx fixo) 


ES 
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[s 
"n 


é estritamente crescente em [у], ур]; tendo em vista que F (x, y) < oe 


teorema do valor intermediário e pelo fato de (3) ser estritame nte Crescente e Йй 
um Único g (x) € ур, ya] tal que F (x, g (x)) = 0 (veja figura seguinte) s 


5 y Yo) | 
1 | 72 1 
À (х- ао) + (yo ур 
y) I Cx, B) — (Xj. Уа) |1 = ұр (x, yj llt x. у) a (Xp. Үй Hi 





Ж SPARE => (v 3 vl- 





E. xc М : ^A) pix, v) ----- 
p (ж, y) — (хо. Yo) 
X — Xp Sn yr sic ee n] 
EAS Tt m se (x, 1) x Lio. Yo 
pix, y) mec vn Hl : 
ІҢ х, v) Xp. Уб 
| Ке бу) = 
Коо peu 0 0 se (x, үрт (xp. Yo) 
A função g : / -+ J está definida implicitamente pela equação F (x, y) жй d 
Observação. Para todos Y] e y». com ур € y, < Ya < Уз € уу, procedendo сопы] 
encontraremos um intervalo aberto /| C F, com xp € 1, tal que 3 1 E iu 3) аны ннен у) Ones Ур) 
| | 3 Ma, y) — Go. уп)! 
ХЕЙ > gel»: E F py (a у) = 
te | | k А е (х, y) = Gu. 70). 
logo, g é contínua em Xp. Deixamos a seu cargo verificar que y é contínua em toda Ы; JO se (x, | Ur + 
EXEMPLO $. Suponha F (x, y) diferenciável em (Ха, Ур). Prove que existem fi ções 294 9. Prove que a função g do Exemplo 7 é diferenciável em xj, e que 
XV € æ (х, у), definidas em Әр, tais que uy | 
қоға К>: ` ЗЕ 
a дЕ E С PUT PAST 
(4) EO VE КЇЎДЇ f Па dE (xo. Yo) 2. 1 | E (хо. g Leo 
f Пі» Уй 0 Yp 0) E 3 : қ dg 
i ш, : ЖЕ ; 8 Ug = ў 


Tod 05 y) — xg) + ә (х, у) (y — vg) 5 (ха, g (00) 
22 Ё 


сот 
k Т 
lim сі ir, у) = 0 = gj (xs, ул) с lim ps (x, y) = Ut er O E | BH 
Ux veu oc Жала US "d : 5 E EU ey, = (xy) em (2) do Ex. 8 e lembrando que F (x. g (xY) = Ое Fix 
olucá 4 бина, após dividir por x — xq (x É xp): 
Solução Е. 


gx) — g(xp) 


Becr M. IF | ^ 
E -— (хы (ха) + 2 (ха, g (x3) + + py (a g (x)) 
E dx ду 


Pelo lema da бес, 12.1. 
к= Ж 


x) — gi xp) 
tpg EE) 


AF AF к 
Ғ ( X, Y! c ғ (Ха. My 2 PUR (Хг Ур) LX Xy) T — Lx, Yo) (y x xo! 7 
dr ey ` Xn 


= 
1U 


+ eix УІ Па, y) — Gg. vg) ll 


d E Ser contínua с p (ха, Уа) = O, resulta: 
onde lim q x, у} = O = 4р (Xp ур). Er : n шиа em Xp € dur TM AD 7 ы | ; 


LT. Y) — dts. Fal 
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z 











ob a И a 5 
; (Xn, е (1 E 7 T ~ classe С e e continua, as funções —— АХ, у, 
e (x) tim £99 - goo) Ar eis 8 (хо) "Note que. pelo fato de F ser de classe C ер 3x 
a NE AE 1 Е TT pui ы 
gy - 0: 8 Lo) E 2 (x, y)e — (х, у, g Go У)) serao contínuas em 5. logo, 2x Bx 
* po >» 2 az É 
| 3 mum | GN i E contínuas em B. isto é, e é de classe С em В. 
Teorema das funções implícitas (Caso E (x, y) = (0), Seja F (x, 5) de classe - Р. | 
Ж. ¿ ж = | 
препо À de ЇҢ е seja (ду Yp) € А, com F (xp. yg) = O. Nesta condições, se aF Е m das funções implícitas (Caso F (x. уш) = бе G ix, у, En с 
ду Ye EG (x. y, 2) de classe С! no aberto A de IR? e seja (хо, ур zo) E A, com Р Ug, 


0, então existirão intervalos abertos Je J, com Xp E Fe yo € J, tais que СЪ. SF. СУ 
/ Т қ б | к) "Қ E 1 Es E È = 5 Е E ъ E m- 
еліме um Único g (x) € J, com F (x, g (д)) = 0. A função р: Ideat p 224 e G (xg. Уо га) = ©. Nestas condições, se Em TN + 0 em Gg. Yo. Eph | 

| 14% 2 d m t Y. x 








di (хоо бу ; feo um intervalo aberto /, com Ху € Le m ies я n Г : E x E 
A, E à EM E "nr: 7 3 a FLA, & a 
е” (x) сс | йаз e de classe С em Г. tais que, pera thc ua T t = E 
i JF E B (xn E O: além disso, ур = У (ха! E Ins (ха). eni-se. i al. 
— (x. g (x) 4 к). | 
oy E 1 А ы 
éáo ES ee | 1 Pb д (Е, С) а (Г, G) 
D E ! dy d (x, т) dz _ div x) 
нга Y = AA B — 2 SA 
emonsirugdo | EE 3 (Е, G) dz a (F, G) 
Veja Exemplos 7, йе. m | E: E à (у, z) 9 (v. г) 


jui os determinantes jacobianos devem ser calculados em (x. y (x). z (xy). 


У = 


LEES: S er ; x E 7 
Observação. Se a hipótese — (xp. уд} = О for substituída por 6 (хо. yol 0, enti 
ey ox | 


пгао intervalos abertos / е J, com xy E Ге yy € J, tais que, para cada y E J exist 
Único 4 (y) E £ com F (/(y), y) = 0. A função A : J — 7 será diferenciávele : 
ір FeG sao classe Cl em A, e 
к (h (у), v) i 

P TT oy 

Юю SEC 
— {h (y). v) 
(o x 


E { ) A | XO. y | 
Ха. УП» Z E A Mo A] 
Т Ds Fis el) ШЕ 
яй 
әс es 








[Г ур. E Far NORUNT NEC ЕНЕ EN. ха. YO» Z — (xp. vp. 20) 
Teorema das funções implícitas (Caso F (x, у, z) = 0). Seja F (x, у, z)de clas E ду ае) ez i 
no aberto A de IR" e seja (xy vo. гд) € A, com Ғіз, Yn. Zn) = ©. Nestas condiçõe a i 
Ja Lip. Yo. 20 p Yo. 20) A 
"T. Қ i A ee iE ; i umi ге A ; m А a (F, а) : ` a hal: 
| gp Ug Yo 20) + О, então existirão uma bola aberta B de centro (ж, Yo) $ da da conservação do sinal permanece diferente de zero numa bola 





DI "S z от 
aberto J, com zg € J, tais que, раға cada (x, у) € В, existe um único 25% pE б: Ent D (xp Yi 20). Podemos, então, supor que = 5 = Gem A. Segue de (2) 
| F (x, v, g (x, v) = 0. A funcgáào г = p (x, уһ (x, y) € B, é di ferenciávelie 4 | JFE КЎ aF 
ES А дЕ Nt E 3 > 20) E O ou S (Xp. Yo 20) + O. Suponhamos э) (xg. Yo 2p) + O. Pelo 
28 (х, y) = — Y £ = т a e 98 (х, у) y __ Td DEM "o 
А | d (x, у, р (x, v)) ду C a (x, у, 694 уй Í Е (х, у 2) = 0 
гіт ai ar 


n. 4 | 
MCifamente uma função z = g (x, у), (x. у) E B, sendo g de classe € na bola 


E Boo (x5 yo) ez) = g (xy. у). Consideremos, agora, a função 


deu E ^. À reb 
Deixamos à cargo do leitor adaptar a demonstração do teorema anterior а es Н (х, у) = G i% у, g (х, у), (x. у) € B. 
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Temos: H (x, у) é de classe p А (xq, му) = бе n (Xn, y 
3v ^U У) EO (verifique 


equação 


Н (x. y) = 0, ou seja, G (x. y 5 
1 MY 2 (х, уу) = 0 25. ( 2f 2 af of Pf | ә? (2t y 
УУ | -2—— — —— € — | 
























define implicitamente uma tunas SECURE 3 CER 
а plicitamente uma função у= у(х) хе ři sendo ax? ду, dx cy хаух e ех = {ету v.) 
aberto Ге yy = v (д) (rp E Л. Deixamos para o ей Y (X) de Classe RE ЕЕ ; wu 
E LU i а O leitor completar aag àf | 
emonstr. 
E „ү 


No Vol, 3, volt; : 
ЖАУ aremos aos teoremas da funca ; e E. 
5 da função implícita e T 
= da função Е А 
ІП Te T . > 
Ж suficiente para que Xy seja ponto de máximo local de g 
DIC : 


| | 2 


z (x, y) é dada implicitamente pela equação f Ё 
F 


ч. 
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—Ó—MÁ— M 





1. A equaçã A ài 2 E 
dic 1 Г Xy ok = ` қ EIE T .. e 
y 4 define implicitamente alguma função diferenci&y T С do diferenciável z 


n 


E (uv) 0. Verifique que 


k suposta diferenciável e 


i. Wed a а a : t y 
Em caso afirmativo, ex presse — em termos de xe v 


CX 
(S En p 

x uestão. Observe que (0 1 КЕШИР, j 
i " „4 M salisfaz п equação e utili: 3 
; : iliz i 

(caso F (x, v) = йу) s © o teorema das funções Ir Әт dz 

ій E: х +y— =0 
) @х ey 


= z (x, y) é dada implicitamente pela equação / | ~. a 
қа 


. Mostre que 
е que cada uma das equações seguintes define implicitamente pelo Hain 
AIT] E. 
» diferenciável z = z (x, 


DA CURE dy 
dilerenciável y = у (x). Expresse — em termos de x e y. 


CEM 
Я 
dx y + senyc-yx bai ua uiua al fixo), onde f (и, v) é suposta diferenciável e =. (ы, у) + 
; Y Ру =; t 
3 Mostre з рек 4 5 
2. Mostre que | du eI UE ERE КӨНЕ E 
ше cada uma das equações а seguir define implicitamente pelo menos uni pe Е 
E Y A 
E ox (e 


іт ат 


Mr a куе die ?; : 
diterencidvel z = 7 (x. Y), Expresse — e£ — em termos de x. yez а 
nx e E : 1 HO | x 
Пра que as funções diferenciáveis v = y (x) ez = z (x) sejam dadas implicitamente pelo 
rtrt- 
аре i = — 3 i 
Eye AO Lr=ty+z 
4 5 | ET x? ub. e | 
Suponha due y = pirt uaia MESA : 3 5; 
РОППа que v = y (4) seja diferenciável e dada implicitamente pela equagaox = р 
TE andas жш TEPES E a p La 
^ onde Ғұн, v) € suposta dHerenciável Expresse Ф em termos de x, ye das ue F en | 
parciais de E. dx : E. dy d 
Mpress E е - em termos de x, vez 
кет par de funções y = y (x) ez = т (x) dadas implicitamente por Mm. 


y (и, v) sejam dadas implicitamente pelo sistema 


5. Suponha que v = рула UE De ; 
ponha que y = g (x) seja diferenciável no intervalo aberto 7 e dada impio i ; 
Af i. =- X (н, еу = ) 


sao J Ut. у) = 0, onde f G y) € suposta de classe c: - Suponha, ainda, eL A: 


eu 
и= xc) 
ү 
әу кый sui 
: V LE += UL 
a) Prove que —— (х, 
+= её [ 
gx "Ug! 7 Dé uma condição necessária para que x, Seja ponto de d Г 
local de g. 5 : E 
P) Prove que g” é contínua em £ 1 Aq Dem É e z) =] 
E Au А 


c) Prove que 


243 


: {) onde 


= (0. Verifique que 
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ч 


е] Le i : : Ў | 3 pe == y lu, v) definidas implicitamente pelo sistema 
10. Sejam u = x + yev= =. Calcule o determinante jacobiano ін, v) [с=т (еу = у ) l р 
X ex, y) 


p] ч 
x up? =u 
11, Calcule: Ў 


a 
x+ үе =н. 


AE С) - i n Ue 
а} — sendo Fix) +у trzeG(xyz—xrtwy- ы. 
ex y) OW y dx 
3i Lue em termos de x, y € и. 
b oin, v) Қ | T 3 2 | p > АЎ | Қ | 
É gos 2) ша. ы, E termine um par de funções x = x iu, v) E v = уін, v) definidas implicitamente pelo sis- 
ela, v) 9 a a 5 Eo 
Ck > sendor =r täst eysr =g -3. З ы z 
dír, 5) 
dix. v) E. > э 5 
d) ———— sendor=r+H+rey=r—4-— 3 
ois, 1!) 
12. Seja g (и, v) = f(x, v), onde x = x (i, v) e y = y (и, v) são dadas implicitamente p 


y = Ху 
а af 
Suponha x a Жа, 
ex oy 
9 y dx 
a) Mose que — = —— —, 
eu X ØH 
3 dg 
hj Calcule —. 
eu 


c) Mostre que fé constante sobre as hipérboles ху = c. 


13. Sejam x = x (u, v) e y = y (и, v) dadas implicitamente pelo sistema 


н = х? y 
) | 


ІМ = Xy 


р ex eu j + 
q) Expresse — e — em termos de x e y. | 

du дш Кы licitamet 
b) Determine um par de funções x = x (u, v) ey = y (u, v) definidas imp ib F 


0. Suponha xj = x Cry Хал Yg — Y Gg Zgl 2 = z Uy yo е que no ponto (Xp 


14, Sejam x = viy zk y = v(x, z)ez = z (x, v) definidas implicitamente pela equaçã 298 
; У» 
das parciars de F sejam diferentes de zero. Mostre que j 





Кү 
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V fCy (tgD Y (t) =0 


13 


Я yp) © perpendicular a y, em y (15) = (xg, уо). 














GRADIENTE E DERIVADA. 
DIRECIONAL 





E então, que-V f (xp. yo) é um vetor normal à curva de nível f (x, v) = c, em (Xp, 
indo por (xg. vg) e Mu EUR a V f (x. уа) EROS -5е reta tangente 


13.1. GRADIENTE DE UMA FUNCAO DE DUAS VARIED + i 
E А curva de nível f (x, y) = c. A equação de tal reta é 


INTERPRETA CAO GEOMÉTRICA 
Р > E ; DE E. V f (xg. Yo) E ((х, y) Es (ха. Yol = 4) 

O gradiente de uma função f(x у) for introduzido na Sec. 11.5; nosso objetivo 
interpretá-lo geometric amente. Antes vamos recordar а regra da cadeia: se tx уй 
renciável no aberto 4 E IR? y (Т) diferenciável no intervalo aberto f, onde (26 Е 
todo r E f então, ё (1) = f(y (0) será diferenciável e L 


) 11. А curva (Г) раза pelo pónto (1, 2) e é tal que (уйі = 6 para todo 7 no 
É RE 
monde Pix y) = ху — xy (observe que a шшш de y està contida na curva 


3 : y) = 6). Suponha Y (ip) = (1, De y (tg) + kd: Determine а equação da reta tan- 
T, i өрен io (1, 2). 
д” (s E [есу 2 Vf(y - y (0. : $ 

at 


seja fx, v) de classe С! num aberto A C IR^ e seja (xp, ур) um ponto da curva 
Бах y) = c; suponhamos V fixo. vo) + (0, 0). Vamos mostrar a seguir que fü 
perpendicular em (x. Уа) a toda curva y, diferenciável, passando por (xg. yo) e cuit E 
esteja contida na curva de nível f(x. v) = c (nas condições acima, pelo teorema os 
implícitas, uma tal curva existe). Seja, então, y (1). г E /. uma tal curva, com УЧ А 
уа) como estamos admitindo que a imagem de y está contida na curva de nivelf З 
teremos 


Vf(,2) = [La 2, 240.2) | - 22, 11. 


ex dy ) 


E: теш y (15) = (1, 2) coincide com a reta pa à curva de nível f(x, v) = 6 
; t а equação da reta tan gente a yem (1, 2) é 


9 fiit = с тыы y) — (1, 2 = 


para todo f no domínio de y. Derivando os dois membros de (1) em relação a” 


irme 22(x — i9 П (у —2) 20 
di 1 


al 
Qu 


рту е ге pedra 
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Vejamos como fica, em ено vetorial, a equação desta reta. O vetor | a 
dicular a V (І, 2) = (22, 115; logo, (— 11, 22) é paralelo a y (fa): assi x _ dy — x xum Po =/|0. te 2 tomando-se рін) = 
tangente acima pode. ЫШ, ser dada na forma T. de M 2 i | 
: : үлем : p: {В & uma funcáo derivável. Verifique 
б. y) = (0,2) + A(-1,22, AGIR. С + (2y — 1), onde e: IR IR ¿uma tune: | 


= toda ф IR — IR diferenciável, n у) = plly — x) é solução de (2). Assim, 


4 y — A (Зу E х) He Es 
poy- E c. 2 FET 


EXEMPLO 2. Considere a equação a derivadas parciais 
— — etc. são soluções de (2). 


2 Ae M i JE UR 
9) ox e D onsideremos a mudanca de varián el 


a) Com argumentos geométricos, obtenha solução de (2). 
b) Suponha f: IR^ — IR dife: қ | , 
I f: diferenciável: prove que se f satisfaz (2), então E 1 c o correspondente ponto (1, v) percorrera 


^R : ; S Э E EYE 
diferenciável tal que f (x, Y) = e (2v — x). Jando (x, y) percorre a reta Zy — X 


н = С. 


Solução 


а) Sendo f (x, у) solução de (2), para todo (x, y) E IR", 


3f 36 
2 uri (X, yj 1 ER х, v) = $ 
GX (ү 
ou 
J- Yfix, vds 


É, 9 = fi b. com x — 2v — ue y = v. Vimos, geometricamente, que. f deve ser 


Como para todo (x, v), V (x, y)é é perpendicular ao vetor (2, 1) e como V f(x, y)é i H sobre as retas дү — х = с; ё Пе se esperar, entao, que g seja constante sobre аз 


lar, em (х, v), à curva de nível de f que passa por este ponto, é razoável esperar que É , OU Seja, que g não dependa de v. Vamos, agora, resolver a parte b). 


de nivel de f sejam retas paralelas ao vetor (2, 1); assim f deve ser constante sobre Y 


paralela ao vetor (2, 1). D diferenciável em IR*: supondo f solução de (2) teremos 


A Т 
E 2 E x, у} + sy (x, y) = 0 em IR”. 


ox Әу 


E v) = fü y) comx 22v — me y = v (veja observação anterior). 








g ах а o 
5 , V) = Le А темен ет ра (X, y) — 
av dx бъ dv e 
sendo f (x, Y) constante sobre a reta r de ќи. уу = 2 ef (x, y) + Sf ox y). 
v С dx | ду | 
0 


FG. y) = f (0, m), onde 
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| К y : HIS 4 шо (ха, yg). Pode- 
Assi m. para todo (и, v) em Tr : 0 Assim, V F (Xp. yn) 2 normal qo sg af o de p HO PONIO Ap MO) 
Ehe М. 


ағ Hi c +0 
: aya Qe —— (Xp. Уп) ` 
Я É. F «ste resultado, no caso (xp ҖЫ moe V ph 

24 E. i chegado а sI TU д ү ¡TX 

É (ша) = 0 pa, ter i 

ay ; 


ү ШЕ 


a de 
= 


© que mostra que g não depende de v, isto é, ar ) 
(ха. Уа 
КАЧ 
e (и, v) = qiu), ЕТ ВИ 
: A | - Lan. Yo) 
T | nx 


para alguma função y: IR — IR diferenciável. Portanto 
IR é uma função diferenciável. 

Vejamos, agora, como utilizar o gradiente de uma função de du 
da reta tangente e da reta normal ao gráfico de uma função y = g (x) de uma vana 
isto, consideremos a função de duas variáveis F (x, v) = g (x) — y: evida 4,4 
Че g coincide com a curva de nível F (x, y) = 0. Seja (хо, Yn), com Yo 2 (ду) ш 

p т 
; 


ә Ғ d d 
n " те = кшш LX T Ya! Ї 
x: angular da direção Е 
E 


2 кыр i : “xa, Vn) 
determinada pelo vetor V F (xo. Ya m 


ds variáveis i 4 


ti eque 


gráfico de p. 


Segue que Y F (xp yg) É normal ao gráfico de е em (Xo. ур). Como LE Ta 
Я E - (xg. yo! 
Y E (x, vy) x ig (x). m 1) g (ха) = HA E k 
— ig. Уй! 

ү 


а. ivação implícita) ё A coeficiente angular da reta tangente do агайсо йе АЫ no 
a = | 
т 


3. y = го é uma funcáo diferenciável definida ir 
= 3x. Determine as equações das retas tangente € 


ipliciramente pela equação 
normal ao gráfico de fno 





S 3 
У + ху кх? = Зх у: 


> a 


+ ху+ —d— 


mi 








resulta. V F (хуу, vg) = (e' (x9). — 1). A equação da reta tangente ao gráficoide 6, ло Fix, y) 


abscissa xq. ё, então : 
perpendicular ao gráfico de no ponto (1, 1). Temos: 


le" (xg), — 1): ix у) — (Xo. ЭШ = O 


k 2 q ; 
ДЕ КЛ!) = (1, 4), pois, Р(х, у) = (у + 3х° Moy 5-5) 
g' (Gg) (7 3) — (у — уу) = 0 


| | k VF, D-[G у) —(1,1)] = 0 


Por outro lado, a equação da reta normal ao gráfico de g no ponto de absctssss | 

(5 y) = (ху X + A ta Gg), — 1), A E ЇН. 

ES x ы ск ш f к ТЕТЕ efi 
Suponhamos, agora, que a função diferenciável y = £ (x) seja dada implicit ; 
equação F (x, у) = 0, onde F é suposta diferenciável e V F (xg, yg) + 9. com уо 


(observe que a situação anterior é um caso particular desta). Segue que. para t Е 


minio de g, F (x. g (ху) = 0, isto é, a imagem da curva y (x) = (х, 9 (ху) está goni E у—1=4(х— 1) опу = 4x - 3. 
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Ou, em forma vetorial: 


Exercicion 13.5 E 


б. 


+. 


Ln 
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3 y diferenciável em ІҢ” e tal que V f (x, y) = я (c y) (c y), para todo (x, y) em 
TE 5 

E m é uma função de IR^ em ІН dada. 
(x, y) = (1, DA 4, A € IR. 3 tos geométricos, verifique que é Es 


ar que f seja constante sobre 
Ж = feréncia de centro na origem. 


que fé co 


A 
E 
1 








nstánte sobre cada circunferência de centro па origem. 
pu. ә 


MR Nd coe 
= J'(R cos t, R sen г) fornece os valores de f sobre a circunferências + у = R^) 


E dada uma curva y que passa pelo ponto y (ty) = (1, 3) e cuja imagen está сей 
UTR 
no intervalo aberto 7, dada implicitamente pela equação 


E gl) 


T ч ғ 
le nivel д” + r^ = 10. Suponha y (6) + 0. E DS 
S EE j pde (ager a (x) definida e derivável 


күз T ou of қ 
а) Determine а equação da reta tangente a y no ponto (|, 3), C IR^. Suponha кте (x, yl 
A 


a үү Ё E. onde f (x.:y) é suposta diferenciável no aberto А 
b) Determine uma curva y (7) satisfazendo as condições acima. adi ew 


0 


DERE a equação da reta tangente à curva y no ponto y (15) = (2, 5) sii - Dom: 

О e que a sua imagem está contida na curva de nivel xy = 10, 3 | | | pP 

| | m E o. тео geométricos, mostre que č razoável esperar que g seja estritamente de 
e 1 l З, 

тет T em L + 

que g é estritamente decrescente em E 


а T, neste ponto? 


Determine a equação da reta tangente à curva de nível dada, no ponto dado, E 


D ENTE DE FUNÇÃO DE TRÊS VARIÁVEIS: 


a)x + xy + у = Зу = D em (1, 2). 


› 7 f l ^ 
be^ 2-2) 42у-А4ет|-.1 | ; т < + 
1 La j H э ТУТ; ЕТАСАО СЕОМЕТЕ СА 
^ ^ 7 E | E LES 
Determine uma reta que seja tangente à elipse 23^ + y” = 3 e paralela A reta 2x49 кў de classe (C. num aberto А C ІВ? е seja (Xy. Ур, zo) um ponto da superticte 


12) = с; suponliamos V f (p. yo. 20) + (0, 0, 0). Vamos mostrar que V / (x. 
tal em (хо Mo» zo) a toda curva y, diferenciável, passande y por este ponto e cuja 
B.contida na superfície de nível f (x, y, 2) = с. Seja, então, y (0, 1 € | uma tal 
Dt = (лү Yo 20); como estamos supondo que a Imagem de y está contida na 


Nivel f(x, у,2) = с, teremos 


" J 2 n 
Determine uma reta que seja tangente à curva x^ + ху + y^ = 7 е paralela3 гай 


Utilizando argumentos geométricos, determine soluções da equação a derivadas рак 
LE 











Г Г gf if 
a 1 of i 2 of bl оу == ü B е 0 
ex ey dx Әу fiyin =e 
5% ЧЕ. гуа Y ji minio de y: Derivando, em relação a t, ambos os membros da equação (1) 
г E гї : 
с) ZINC DES O di y ) X == =0 todor € F, 
г dy à a ey 52 
Fran y () = 0 
Bf Aj 


> - x. Б Р E ER "UP AU 
Determine uma função z = f(x, v) tal que = —— e cujo gráfico passe pelos E 


eu By y 
3), (0, 0, 1) е0, 1, 2). E 
E af of P di 
Determine uma função z = f(x, v) tal que a 2 — e cujo gráfico contenha 
ox Әу 3: 
4 
curva yi0 = (rr c), Є IB. 3 
| = (i aje qes 
Determine uma curva y (1) = (x (1). y (0) que passe pelo ponto y (0) (1; 2) à 
ortogonal mente as curvas da Familia x” + дүз — c. ; у (1,) fixie 


UT | EC тар 5 curves 
Determine uma função v = y (x) cujo grafico Intercepte ortogonalmente а 
ху = c, com x > Ое у > 0, c tal que S Sim Қ Fx J 7 la curva diferencidvel 

EU que (хо. Ус Zo) é normal em (Хо, Yo zo) a toda curva à iferent {ү 


ayi] = 1 Бут {Їз 2 (5 Ponto e com imagem contida na superficie f (x, y, с) = c. Diremos, então, 
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h 
H 
















que V f (xq, vo. zn) € normal à superfície de nivel f(x. v, т) = c, по ponto ( 
passando pelo ponto (xí, yn, Zp e ibas lar a V f En. Mn. £n) denomina- "ü 
=% a : EI г с. - E le 1 - == 

EM (xg. Уту. 24). à supe ле la y, г) = с. А equação deste plano é: "ep х + 5y + 8г = 12, 


У РО Уо» Z9) * Шу z) — (хр, Yo 201 = 0 m (151 2): 


A rela y z) = (1, — 1,2) + A(1,5, 8, А Е IH. 


E VENE. Е 
^ a do B tangente no X SORS (1, I. fl, D. 


denomina-se reta normal, em (xo. yo. 20). à superficie f (x, y, 7) = 
Seja z = g(x v) uma função DEM ауе! dada implicitamente pela! equação É] 


onde F (x. y, z) é suposta de classe С! num aberto de IR?. ; Seja (xg, Vp gh 2) = 4 


ponto do gráfico de g, com Y F (xg. vo. zy) É 0. Como o gráfico de gesta соп 1 


ficie F (x, v, z) = O, resulta que toda curva y com imagem contida no gráfico de 4 
bém, sua imagem contida na superfície F (x, y, г) = 0; assim, V Fa vo 20 8] 
gráfico de g, em (хо, Yo. 20). E: 

Observe que se y (ғ) é uma curva diferenciável com imagem contida nai ers 


à f Tm d бе 
27 = — {l Dir- D+ —= (1, l) (y — 1) 
mer. D eu pu ду 


H 
| 
T 
1 
14 
un 
| 
| 
| 
1 
І 


superficies F (x, v, 2) = Oe G (x, уг) = б, опе Fe G são supostos de све С, ПТ 


de IR^ e V F (xg, vo. 20) A V O (Xx Yo 20) É 0, entáo o vetor y (19) 0. апрей 





Y Gg) = (xp. Yo 20), é paralelo a Y F (хо, yg, 20) ^ Y С (o, Ур zo) (verifique), ; —6x а ej ia =a 
| AM р 3x? — y? ӨХ 2 
EXEMPL o É. Determine as equações do plano tangente e da reta normal à super E -o. à 1 
^ a p ; logo 9fa pec: 
p y + S = 37 по ponto (1, —1. 2). b. Ax? к ду c ; 
B cono Y 
Soluce 
| 
і-2--іш-0-50-і) 
ЖЕЗ e Т y E = 326 хуг 4 x^ y? + 25 ~ 3: 0 А | 


Fix, y, z) do plano tangente em (1, 1. £ (1, 1)). 


/ ori TF Tr ` + ” E i 4 i 

VF(Xvz- SUM 2 (yz + ЗХ, хг + Sy, xy + x -3 sr 

| ex dy dz j | E 3 ; = a > 
48 —-39 -y чэ = 8 – 3х — 
МЕ{(1.—1,2}<= (1,5,8). 3 : 

Não definida implicitamente pela equação 
Plano tangente em td, — 1, 2): E | 

E Зх y Ф г – 8 = 0 
VF, 1,2) + [0 y, 2 — (1, 71,2)] = 0 А 


i Б então, normal ao gráfico de f no ponto (1, 1, f (1. 1). 
(3201-1310 EEN, 2 = (6x, 2y, 22) > V F (0. L 2) = (6,2, 4). 
ou seja, eano tangente em (1, 1, 2) é: 


(х= 0 +5 (+ 0) +8 (2 2у = 0 (6.2, 4) - [G y, 2 — (1.1. 2) = 
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a x D а 1 urs pe À йк 
ош imagem da curva y (1) = (t. 1. 2 - 1%) está contida na intersecção das 


(1. 1, 1). Schm ao leitor desenhar a imagem de y. 


EA 


t 
6(х-1)%20-І)Ғ4(-2)-0, оза pelo ponto 





ou, ainda, A жыш = 
PI Т 





3 3 ( 1) l ( 1 і ў. аз equações do plano tangente с da reta normal à superfície dada, no ponto dado, 
ecc seem cte ыш п ЖН cry ү: 
2 2 Ear = 8 cm (1, 1,1) 
г E t 
EXEMPLO 3. A imagem da curva Y(n está contida na intersecção « das « superfícies 4 


т=4+{ех +у += = 3. Suponha yUg) — 11.1 De y іш) + 0. і 3 E Pro = 2 em (2, 2, 1) 
еш . dax 20020 
jc jo diferenciável z z = f(x, y) é dada implicitamente pela equação * y +I = ou 


a) Determine a reta tangente a y no ponto y (tp). 
iine a equação do plano tangente ao gráfico de f no ponto (1, 1, (1, 19). 


Б) Determine uma curva y (r) nas condições acima. 
Soluce 


Ж 11 
mine um plano que seja tangente à superficie х? + 3y? + 21? = — e paralelo ao plano 


б 
em 2 2 2 . 
а) sejam F(x, y, 2) = д + 2v ct zeG(uyz-ac-ycrz q = 10). 
Para todo £ no domínio de y devemos ter E 2 
Jau a função diferenciável z = f(x, y) cujo gráfico está contido na superficie a^a аа 
Fiy) = 4 e Gü) = 3, СА | А 
:] - Sabe-se que f (5 —-—. Determine а equação do plano tangente a0 gráfico 
7 2 2 
pois а imagem de y está contida nas superfícies de nível F (x, y, т) = е С (x, y) 4 а 
Segue que B : 3 і 42 
n. Eponto] ==. —.——— | 
қ : 2 : 4 B 2 29 
VE (YU y (i) 0 e Усу) у ay = 0, Е. F Е > 3 
i SS ает da curva y está contida na intersecção das superfícies x^ EE qu ilu m 


— 


ou seja. y' (75) é normal aos vetores V F(1,1,1)e V С (1,1, 1); logo, y (ду) é ра | 
; 3 Suponha Yo )-(ll,l)evy Lg) + 0. Determine a reta tangente à y em y (54). 


produto vetorial V F (1, 1. 1) ^ V G(l. 1. 1). Temos: 


b 22 ; El 2 
gem da coria y (1) está contida na intersecção da superficie cilíndrica x* + y^ = 2 com 


; } E "ES I ifi ie esférica x^ + y +7 = 3, Suponha y (ty) = (1, 1. Пету б) * 0. 
VE PG MLEE |=3;—-06Ё E i 
Ё EE l.l) ^ У{т{1. ГЕ J d | ШШЕ À reta tangente a yem у (f ). 
2 1 l mime uma curva y (7) satisfazendo as condições acima. 


A equação da reta tangente a y no ponto Y Ug) = (E 1, 1) É: Lum: curva yu) cuja O é a intersecção das superficies дё + у =1ех+ Мае 
a y (t о! = (0, |, Oje Y (y x Ü, 

(x vy 24H 1, D A(S,0, G6, АЕ IR. 
t mine а reta tangente a y em Үй, p 

gine una Borameirizagáo para : 3 intersecção acima. 


E 3 
Jx 2у^+г;=\4 
b) 4 | 
I нә a TIU 1 al 3 4 
: 2 б + д^ + ұғ 
2 | 5 ? y ma А pcc Pneu *afuncao > = —— ; 
СК ӘЗ JS red y. Substituindo na 1.* equação vert. т 
CL +131 — pg —үуү=4 e nine uma função F (x, у, г), que não envolva radicais, tal que a função dada seja de- 


E Р icitamente pela equação F (x, y. 2) = 0. 
mine a Equação do plano tangente ao gráfico da função dada no ponto (2, 2, 1). 


> 2 а үле de de X 
e, portanto, Ду“ — у= 1 = О, ou seja, y = 1 ou y — — —;isto €, y ndo dé A A а a ЕССЕ. › 
2 -34 3 "acd do plano normal, em (1, 2, 3), à intersecção das superficiés x^ + y +2 = 


а curva deve passar pelo ponto (1, 1, 1), vamos tornar y = 1. Segue que 2 88 


















10. Determine um plano que passe pelos pontos (5, 0, 1) e (1, 0,3 5 E 3 
| үр H que passe pelos p | queseja tange 


E А Т or tl. 
x^ зр itae ão tanto melhor quanto menor for | 


de f. em (x. Yo), são particulares derivadas direcionais. De fato: 


mação t 
das parciais 


LLD NN 


fixo t t yo т fi. уо) _ 2] 


l ay 


13.3. DERIVADA DIRECIONAL ША = lim - o p 
qe: E = ü : 
Sejam z = f(x, y) uma função, (Хо, Yo) um ponto de Р; е u = (а, b)um Б. 4 
Suponhamos que exista ғ == O tal que рага 1/1 < ғ os pontos da reta Us y) = a 3 
х рае E ТЖ? Eos = | » E LU + , 3 3 EI TEN TEN. 7 
Бі) pertençam ao domínio de f. Como estamos supondo u = (a, E) unitário, a dis cof (ху. уо) = lim Pro AS оши um (Хб. YpJ- 


(xy + al, yg + Б) a (хр, vo) él rl (verifique). tU 


E 


E g қ = ' Р ч Р 1 1 314 а У 
2f (xg. уо) € - (Xo, ур) são, respectivamente, as derivadas direcionais de f. 
3 7 f 





— + 


(хы + at, Ya + br) uy ), е nas direções dos vetores і =(1,0)e ; = (0,1). 

І 

E | | af ККК КО . 
ps interpretar geometricamente —— (xg Yo). Para isto, consideremos a curva 


eu 


x= xp + af 


ы 


à - . ғ + à ты . - Ep =. қ J 
Pois bem, definimos a taxa média de variação de f. na direção и = (а, b), enire YY yo tbt 


tos (ху. yp) € (xg + ar, vo + br) por | Y 
| [заа gU) 
Eixo + at, yo + bt)— fixo, yo) > 
а) р LC аа ыы EJ + ai. Уй + bi). 


т (0) 








Vamos destacar, a seguir, o limite de (Т) para t > 0. af 4G 
m (хо, Yo 


Definicao. О limite 


af S Fixo Fat, ур + Б) — Fixo. yo) 

(Lg Yo) = lim > 
x15 rU і Жу! 
eo 


quando existe e é finito, denomina-se derivada direcional de f no рото (50, Я г 
E ae Жа ы L 
| direção de vetor u = (a, b), com и unitário. 


i E A о f E x 0 E P " 
А derivada direcional —— (xo. Ур) denomina-se, também, taxa de variação 


iu | ^ 
1 - mi Ж 
to (xa, уп) e na direção do vetor u. Observe: ; 


| EA imagem de y está contida no gráfico de £ Temos: 


r 





d f 2o fF xg at, ур + br) fixo. yo) ; 5 | | | | 
c КАЙЫЛ р AA Te E EM) = g(0) as f (xo + al, уу + bt) — fixo, уо) а af TS 
eu ) E o DS M E mm 
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Ou seja, 3 ; = 2 . = 
„Ж IDEE .. 286, A ) u é tangente em (1, 1) à curva de nivel f(x, у) = 2 
E 42. Va 
E pil 


3 


g (0) = a Xp» Угу). y = 7 (verifique). 
н и E 


f 
r * F ; 
Segue que у (0) = (a, b, g' (буу = É b, САЙ (xp. | Então. 





du 
' (y = af | | 
у (0) = (a, 2, 0) + С ), IE (Ха, yo) |. | р 7 А F 
eu | N q 
A олус esperar que, nesta direção f. a taxa de variação de f, em (1, 1), seja nula. 

y (0) af ES 

б. ныт б. 36) i De fato 
du ; 


(а, b, 0) 


NECS INR d Ке 
Como (a, b) é unitário, — (Xp. vy) = tg B (veja figura anterior). 


eu E 
| € 2)! {5 45 
7 7 $F 22 ШЕ: 
EXEMPLO 1. Seja f (x. у) = x^ + у”, Calcule Er (1, 1) onde и é o versorde3 af 6 
iis | d — (1,1) = — 
E E 
А 2 27 B 
а) v ={—1,1) b) v = (1,2) c) v = (MEE 3 
3 “ы; D. En = ‚ observe que и é o versor do vetor gradiente V (1,1) = 
y2 42 


ACA 


е» P - , a К, 1 i i 
(1, D) onde и = (a, b) é um vetor unitário 





Inicialmente, vamos calcular == 
ou pem : 
F ye ve 
* T.I ! 
aj | at 1 t br) F(1,1 3 ЖОГУ. E 4 \ 
H doy erg PORRA PU DM» NE A 55522 
: valor de —— (1 І)рага н =| —=,— | € maior que para и EA 
10 i 1 - ҮҘ In * 2? М5 YD) 
el ul "9 а yo v 
ў Жы f 
› › E Я 3 m T 2 ы еа А А 
coque Pi poene 2 Ld aba à, na próxima seção que, sendo f diferenciável, — (хо, Yo) assumirá valor má- 
{—+1) f k Е. | = du 
p ^ igual ао versor do vetor gradiente V f (xp. Yo). 


Ou seja. ] | 
% 2, Sáo dados uma função f (x. у) = x54 y^, um vetor unitário (а, b) e um real 

б кор ENT 1 : | , | | 
ааа E PUE (1 + sa, | + sb)e | ope 24; com s > б e = О, pertençam 
1 мш AA у 


L 
Ev 


ou 
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à curva de nível f(x, v) = B. Compare a taxa média de variacã 
B p dia de variação de бегите f(Q -- ar, 0 + br) — FCO, 0 _ a? 


Er (0, О) = lim —— ; 
ты 1>0 

E gu 

; todo vetor unitário (a. 5) 


É Os Doi 
| f i 
(1 + sa, 1 + sb) e entre os pontos (1, 1) e | lb 7) Қ. 
Solução 


AE (0,0) = a”. 
da 






(1 + 50,1 + sb) 


с 





nciável em (0, 0). Este exemplo mostra- 


E тш 0, 0), mas nào difere : 
2 ER jefe B. pui NM num ponto, ter derivada direcional em todas as di- 
м E função pode ser cor я e 
22. mesmo assim não ser diferencidvel neste ponto. 
а. Ё В ; 


т ТУАРА DIRECIONAL E GRADIENTE 
3 desta secáo é destacar mais algumas propriedades do vetor gradiente. » Seed 
E. j | iiye уай, então f admitirá derivada dire- 
amo: e se f for diferencidvel em (xo. Xp). então f | | 
fid: (oM d ponto (xj, ур), é cada derivada direcional se exprime de modo 
JE M duc | ке Р т. 





f(x. y) =2 3 


np, 
1" É 


sendo (a, Б) unitário, a distância de (1 + sa, | + sbja (l, 1) oS 
b 1 ! 1 

















| | у і | Po 1 | ; antes em termos do gradiente de fem (xp. Yo). 
Н ——, |4 —= all. |) ёт. Seia, b) s — HER e ge ч 1 у: Е. 
RE | ede | EE) teremos f <4 Comoe А | --- ICM 
l +5? СА | I to) ! 1 | Fema 1. Sejam f: A С IR? — IR, A aberto, (xg. уд) E Ae и, = (a, Р) шп vetor | 
sb) = + —=, | + — | resulta, para ( y е0 N НЫ Г PN e pane pe ome mee Ч 
: v. N52 J2 ix ыла I | ла ) b. Se f, y) for diferenciável em (xp. Yo). então / admitir derivada direcional | 
қ aL E. 3 : EN 
Eva), na direção и, e 
f i І E 
| 1+ =, 1+4 — |— БИІНЕ E 
Fil + sa, l+ sb Ud. _` de] Із du o D Кыл 
ЕЕ ATA OR LE 2 „сушы A HE (Ха, уа! = Vf (Xp Ya) o He 
і DH к= 


=й 

т fuco 

ч «q е, z *" rr ET 
E dada por (г) = fQ + al, yy + Pr): da diferenciabilidade da fem (xj. Yo) segue 
abilidade da с em г = 0 e. pela regra da cadeia, 


КІ: 


poeta E. | | = ү 
E razoável, portanto, esperar que — (1. 1) assuma valor máximo раға и = um 


ou 


EXEMPLO 3, Seja и = (a, b) um vetor unitário dado, Calcule E (0, 0) onde 3 





à Ж д з NUES 
4 Шы. 8 (0) сам ar (ха, Yo) a+ ү (Xp. ха! р = bas d [Xp 3 gl (а, Б 
1 3 E ax Әу 
Тї аргаа se (x, y) + (0, О) 
0 | se (x, y) = (0, 0). 
L E. 
Solução E (0) 
B 
at? | 
AO +a Oth- 0.0), (uy +? а 5 M 3 
| : pre | E (Хг угу) == YI (Xp: Yo) + H. E 


dou 
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О teorema acima conta-nos que se f(x, v) for diferencidvel em (Xy yo) = Е 
5 > ШЫ n E ie 


2 a =} 
а (ы Yo) = Vf (xy ур)" H 


Bu 


ПМ Co Yo) l cos 8. 


escalar de Y f (xg, Уа) па direção и. 


i "T componente 


ETT 


Entretanto, se f nao tor diferenciável em (хо, yo) esta relação não tem nenhuma 52 
de se verificar. (Veja Exerc. 21.) % 
De agora em diante, quando nada for dito sobre uma função f (x, vy) fi 


Сага impii 
se trata de uma função definida num aberto e diferenciável. e. 


A f | (х. Y ) é nümero. 
А + => 5. ue (0r HO 
Vimos na Sec. 6.4 que se we u são vetores não-nulos e do ângulo entre eles йн 





5%; à t TE zoa 
u = will cos 0; se и for unitário. w - u = lw wll cos 0. Na figura: а seguir 


+ 


y уа) e tal que | 

c IR^ — IR. A aberto, diferenciável em (Xp. Yo 

projeção de w na direção НЕ onde а = Йи сав 8. Diremos que o nüm ОШ 22. E А 
-— 

E ‚++ В — F 5 os 

$ ou 


3 Es Fixo. У of 
isto é, uc ANKE хо. уд? co valor máximo de —— (x5. уу) Є II V f(x. уул. 


UV f (xo. ус)” du 








a (xg yg) = I V f (xp. yg) соз 8 


gu 


ti 


1 
of ; > 23 
— {xp vgl é a componente escalar de V f (xo, уба direção 





Veremos a seguir que E 
- 1 — 


gu e ‚ ч ersor de Vi Yn) 
тега valor máximo para & = 1), ou seja, quando м foro versor de J xp. Уг 


| Suponhamos V f(xy. vo) + 0 e u unitário. Seja 8 o ángulo entre V f (Xp Yo eg дү ЕРТ | 
| | -{ E (xa. ү então Xp. V , E 
Temos: a o de Bes (Xp. ур) € епшш Ji o". п) 


г 4 3 gu 
а acima os diz, ainda, que, estando em (x. yoh a direção е sentido que se deve 


M (хе Yn) = V ftp, Ул) - F = IV Fix, vo) il+ ЇЇ u ll cos d ме Гсғезса mais rapidamente ба do vetor V f (xg. yg. 
— Ug Yo fg Yn Fo Yo 
ou 


| E ðf | 2 ED 
Comm оа D I. Calcule oot 2), onde f(x, v) — x t xy, ё н о мего de 


ou 
— 


Г) b) w = (3,4) 







v f(x, Pa) 


Merenciáve! 


еы. 


9f 4,22 Vf0,2): 


du ч 
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VF у) = (2 + Y. x): logo, V f (1, 2) = (4, 1), 


o b EE б. | | | - 
EE Um | assim, 
liv M И 6 
af f 
= (1,2) = (4, 1) Th 
ou ү2 42 42 
b) н — = o] 
йен > 5 
Jd í ^ 
= (1,2) 9 (4, 1): (3. 21-6 
н “з 5 5 


EXEMPLO 2. Seja f (x, у) = ху, 


E "s 
И T : p) 
а) Determine и de modo que єй (1, 1) seja máximo 
: E 
ен 


5) Qual o valor máximo de 2E (1,17 


Өн 


c) Estando-se em (1, 1), que direção e sentido deve-se tomar para que f cresça mais f 


mente? 
Solução 

af af 
É 


х 


re 
M FOE 1) = (4 1), — (1, р-а 1). 


Jy 


a) Como fé diferenciável em (1. D) e V f(1. 1) + (О, 0). segue que Li (l, Dé т 
] г -—| PR 


i V ftd, 1) E 2 
paa Hor DEA Ы = Шаты . 
ТҰ УЙ, ІЗІ i 195 ү 


5) O valor máximo de RE (1. DEIVA DH 45. 


Du 


c) V ft. 1) = (2, 1) aponta a direção e sentido em que f cresce mais rapidamente m 


EXEMPLO 3. Admita que Г(х, yb = х? + Зу? represente uma distribuição de ted 
по plano xy: Т (x, у) é a temperatura по ponto (x, v) (supondo T em "C, x e y em 
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d | | at ido de maior crescimento da temperatura: 
al z Ач 113 r Sor стест Lig LL [ 

4 2: — | qual a direção e sentido de mato 

5 em | 47 ) | 

o crescimento nesta direção? 

A 


se em 


d is | qual a diregáo e sentido de maior decrescimento da temperatu 
‚ de decrescimento nesta direção? 


Ec 








: | = NE up NS | | 
à : =4{ 3j i 4. em | 2. — | a direção e sentido de тану 
Al ) = (4; 24) = dr + 21 aponta, em | ey] LE С 
E NE 
Er Р 1 | 
1 | VE 2. 

í - | 5 ) o 
DO, a taxa de varação da term- 
1 


E de temperatura. Nesta direção, и = 








TR 
|2) 





ma: 
oT (2 im 1 | = 5 (Суст), 
Ee Р: 2 J| 
ou 


, ä tem- 


n 





з un | ^i И é о | 
Bllifica que, a partir do ponto | 2, Jena diregáo e sentido de V 7 | 22 


Está aumentando а uma taxa aproximada de 5°C por em: 





r2 1 E E | ЕТЕ i | 
B = 3 = —(di + 3j )aponta, em | 2, z js direcáo е sentido de maior 
1 h © 
gp | ч 
: ge on 
Ento da lemperatura. Nesta direção, и = — 7 : а taxa de variação 
|vr( 2, — | 
Eo 2 








ға É mínima: 





Gradiente e Derivada Direcional 269 


Ty 1 | 
In v = Тах 2 - а) 
Ў 4 "Oy 4х 


b dição f (1) = | seja satisfeita, devemos tomar & = 0; assim, 


268 Um Curso de Cálculo — Ve. N 











ou seja, ай | Р 
In y = 2 nx ош у= Fax, 


Т 1! 
--12-|--5Сс/от). : y- | "m 552000 
; 4.) Yo =ч dry rz 1, é uma parametrização para a trajetória descrita por Р, Um 
ou E ы E : 2 e ; ; 
йе resolver o problema é determinar funções x (/) e y (1) tais que a curva y (1) = 


- A 


satisfaca as condições 


Nesta direção c sentido, a parti > 1 RS й | 
reg .ü partir de | 2, 3 . à temperatura está decrescendo a 3 


E. 


B. 
aproximada de 5"C por cm. ЕТ Cy(t» 
E 5 T D. 


1 өті q + 2 M 
БАРМЕН * iy s que f(x, y) = dx” + y represente uma distribuição de: 
E S dnd гу. Determine uma parametrização para а trajetória descrita por um pong 
зе desloca, a partir de (1, 1), sempre na direçã tido ixi di 

шала cao e sentido de máximo с ; 
ratura. crescimento dg 





үй» vT(y(m 


Solução 
P ideracá | | 
"m considerações geometricas, É razoável esperar que a trajetória descrita por P Е 
com o grafico de uma função у = f(x), com f(1) = 1. i dd 


ІШ 
Tx, у) = с 


У) = VT (у (0 < (ED, FU) = (8x (0, 2y w). 


"EN 
E 
РЕ 


5 x (I) e y (t) devem satisfazer as condições 


х = 8x 





py = 27 
р : ; К ue . dv xni 

О coeficiente angular da reta tangente ao gráfico de fem (x, y) é — = fix) Cone КЕС =| е ws 

= É dx 5% ; 





d ust zm STU ез oF ds р 3 l 
Y) = (8x, 2y) deve ser tangente ao gráfico de f. em (x, y), devemos ter беп Cargo verificar que x = e" e y = e” satisfazem as condições acima. Assim 


' "Us EAE н 7 
O, йш. y () = (еб, е), т 2 0, 
dx BA 
etrizacáo da trajetória descrita por P. 


y 
Observe que a direcáo do y DT e l^. pis $ - ui ТЕТІН 
: etor (х, y) = хг  2yj tem coeficiente Ses AR | 2, 3 | 
) s Ra ; Calcule a derivada direcional de f(x, v) = x^ + y” no ponto (1, 2) e na dire- 


— 


separando as variáveis em (Т) e integrando, obtemos. BE ^ 
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{ ы d Г a di — 
F = ХУ. (Xp. Yo) = (1, l)e u o versor de i| + у. 
Dp e қ Е Hy у + : BH. HI RON TS Mr | à TIAE Ле 
PAREÇA A s зіл е —- (1, 2) onde и éoversorde 2; - ; direção e sentido a função dada cresce mina rapidamente no ponto dado? E em que 
du 1. je à contido decresce mais rapidamente” 
3 3 EE. y? em (1, 1). 
т м 4 і ze | p dd 
Y ГІ! 2) 2.4] е H dtt Eu MES. 1 ЕЕ 1). 
(2, --ІНІ E 1 
É 5 em Eire "mio em ү: ; 
assii i 2 
' ЫЫ: js - A 
E EY. po! Ea ше cão e sentido de máximo 
z 11,2) = (2,4) —, — S | =() 471: . Cale 
du LAO „5 | Es и 


Я nto de f. no mint. 1). 


{С ет» ЯС dm. Tu Б. Б. 55 Г 4 E : е 
* Чоо que dissemos nesta se cado gen 3 ENN- ТА с É gp ypt 2 23e na direção 
do вепетапуа-зе p | Я “tonal de Fix, v) [| + x ұс mno ponto (A 2рет Tec 
mais variáveis. зе para funções reais, Ше a derivada direcion fx. y N 


14 B. —› — 3 
"YEMA qu Қ : і E Й. р Асылы 
ЕХЕ JPLO 6. Calcule a derivada direcional de f(x, v, г) = хуг no ponto (1, 1,3] = (1, 2) b) u po 
У " + Р E ! VF. ! Š » 20 
| | М E тй › @ › 
| iba derivada direcional de f(x. у) = ——37+ no ponto (—1, lhe na direção 2 é +3) 
іу а н ropa 
ь Г 4 
; A 
a fin função diferenciável f(x, y) tem, no рн 1), derivada direcional igual а 3 na direção 
af 2 | E T 2 GP 
те ADS VR ани E р -dje igual a —1na direc i і — 1j Calcule 
"nu г E. | 
onde н éoversorde j + ¡+ Ж. 7 коо з 


E (1, 1) onde P éoversorde i + j. 


7 3 : RAD 
Bu que (у) = 16 — 2x^ — v^ represente uma distribuição de temperatura no plano ху, 
mm ine uma parametrização para a trajetória descrita por um ponto P que se desloca, а partir 
into (1, 2), sempre na direção с sentido de máximo crescimento da temperatura. 


| 21, | К ТЕ 
i а TN 1 = | Ta —= —r | фә V T E, 1, 3) == (3З, 1) 


E y) = xv. Determine uma parametrização para a trajetória descrita por um ponto P que 
poca, a рапуг «іо ponto (1, 2), sempre na direção e sentido de máximo crescimento de f. 


Y) = ху, Determine a reta tangente ao gráfico de f, no ponto (1, 2, f (1, 2)), que forma 
franc xy ángulo máximo. 


F Карр р 14 A E ESA e А ES 


| Jf | КУ) = x + 2+ 1. Determine a reta contida no gráfico de f, passando pelo ponto (1, 1 
1. Calcule A (Xr. Yol sendo dados: ы * A com o plano xy ángulo máximo. 

5 

кошо ev uma trajetória sobre o gráfico de f(x, у) = Ах” + у? Sabe-se que а reta 
file em cada ponto da trajetória forma com o plano xv ângulo máximo. Deter mine uma 
ação para a trajetória admitindo que ela passe pelo ponto (1, 1, 5). 





‚- 7 4 — — 
Р Я PRE T.) х я A қ 
al LÊ | 1, Y] [I AA, 5 [Agp хп! І ¡pe 2) E H о versor de 2 i ] 1 Й 


a 
" T 
le 


3 1' TS y A ug к à d д 
Б) ftc v) É + + tg. Ұр) il, lie HOO VETSOF de (3, 4). E. 
| DN dez = xy represente uma superficie própria para a prática do esqui. Ad- 


^ que um esquiador deslize pela superfície sempre na diregáo de maior declive. Se 


у Fe X = zie | ^ 
еуліл, v) = arctg —, (ы Уа) = (3, Зуе ш = кыш | 
У Ponto (1, 2, 2), em que ponto ele tocará o plano ху? 


Y 
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ЕЗ; = ah == 2 2 Za - 1 Е : 
13. 1 А = {уу di = х dy = 0). Suponha que o gráf icodez=s z ; ; y 
А, represente a superfici b PIA : - x i e ёр 
| nte a supe їсїе de um monte. (Adote о km como Unidade: de medida 4 г. b Әр (г. 8) „1| 28 E а E С 
que зе encontra na posição (1, 1, 0) pretende escalá-lo. Determi ne atrai ҮП rro. yr Ss EE | эй 
pelo alpinista admitindo que ele busque sempre а direção de maior * da E ; E 
desenhar o monte e a trajetória a ser descrita pelo alpinista. i i ' Sugeri Tu У 
p. [: 
14. Suponh: LP E rias Ey ES A d EE D S X b ү 
тере iha que T (x. у) = 40 — x^ — 2y” represente uma distribuição de тере SIR EI, D Il sendo fix, у) = | arc sen ——= 
xv. {Admita que x e у sejam dados em km e a temperatura em °С.) Um Wi 'eratür jui 4 TERE 
na posição (3, 2) e pretende dar um passeio. CU divido : 


TE, 3 E oup. Faça е (r. 0) = f(x, у), comx = r cos беу = rsen 0 e utilize o item e) do exercicio 
а) Descreva o lugar geométrico dos pontos que ele deverá percorrer se for ser =. resido. . 
tar sempre da mesma temperatura do ponto (3, 27, E UE E 5 i: 
b) Qual а direção e sentido que deverá tomar se for seu desejo caminhar па direc F н a fix y) diferenciável no aberto А. Sejam (s, г) as coordenadas do vetor (x, у] em rela- 
crescimento da temperatura? TA TUE ue y z 
с) De quanto a temperatura se elevará aproximadamente, caso caminhe 0,01 zi 
encontrada no item 5? 4 25 3 


based m, vo) onde и = (cosa, sen a)e v = (sena cos er), Considere a função g 
E- gis = f(x, y). Mostre que 


d) De quanto decrescerá, aproximadamente, a te mperatura, caso caminhe 0,0] kmna 3 
1 ШИГЕ 


15. Calcule a derivada direcional da fungáo dada, no ponto e direção w indicados, » es E = Bv 
—* - - + A di a 
а) FG y. у = хугеп (l, l, 1) 6 па direcio w =2i + j- k. 5 
> 7 == — т? > E. n А 
MV мата + ду + z^em(l.2, -l)enadirecio w = ij +2 j + К. e A (х,у) = = se (x, v) = (0, Өре (0, 0) = 0. Mostre que 
: E : Ey : 


16. А função diferenciável f(x, y, 2) tem, no ponto (1, 1, 1), derivada direciónal igual af 
2522704 A RA Ж к T E | ib 
ção 4] + 3k, iguala 2 na direção -4г + 37 eigual a zero na direção 7: Cal 








zd + — | | ^ 
er (0, 0) € Vf(0,0)- wu onde w = | —, = | Explique. 


225 A] Z v2 / 


Ж. E. du 


Y ofr x А SR 
valor máximo de — (1,1, 1}. E Қ f(x у) diférenciável no aberto А de IR? e sejam y (7) е 8 (t) duas curvas definidas e di- 
КЕ А. Encidveis num intervalo aberto / е com imagens contidas em А. Suponha y (tp) = ё (Ig). 


— 


E to ST (у= 1,У (уйы) беу (қ) o versor de V бу (253). Suponha, ainda, 
ШУ (ig) não seja paralelo a à' (г). Prove que existe r > O tal que 


à % 


17. Seja f(x, v) diferenciável e sejam и e v dois vetores de IR^, unitários € опоропаш 


қ af gs ef > > É er kr 
V fix y) 2A = (x, v) T ecd (X. y) V. fiy im . fi (à (гу) рага fo І Ti F 
oM @ ү 


ai Бүр < FCO QD para fy = к< fm fs. 
eb оғ m M 
J (ху) E (x. y) são os componentes de V f(x, y) em relagáo base (uE 


le 


ALE : 








la 


Lau @ р e 
“E E Арам à + = Б * 
I8. Seja g бл, #) = f(x, у), comx = reos He y = rsen 8, onde f(x. y) é suposta di егеп dr. у, 2) diferenciável num aberto do ІВ” e sejam u, v e w vetores do ІҢ?, unitários 











| | pu e E 5а dois ortogonais. Prove: 
M | . y E ; 
aberto do IR". Sejam и = cos 8 i sen B je v = —sen 0 i tT 8 J^ | 
" : of ESA af Ei af i 
ТАЙ V fix, "i£ = ar (х, ут) н + / {х, үг) у + Ј (x, y, z) w, 
: : қ ^ ү Tm : 222 Р 
eg ҮЙІ Өр E J zd жс. 
аа) (ғ, 8} m {л уе — se (к B) = —— (x, у). гь ñ gm ES i3 BE S ^ 
eh E ғ ай e ҖИЛЕ: 2, = f(x, у, т), comx = recos de y = rsen #, onde fé suposta diferenciável num 
Н y 4, 
+ da lo do IR. Prove que 
T 
Бу Vfi(x v af д s E 
| f(x. у) = б у uc = (х, у) v. E VE 2 gF + | ОҒ + ағ zi 
E, (x, E = — (1,0, 7) и + — Ar 02) v + (ғ. 8,7) E 


É дг ғ de гіт 
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OF 1 x FA i * i 
WC и —COSD | sen je y --зер б É + cos B 7 
а dx 
25. Sek , 
Ja Fin 8, e) = Fix Уг), COMA = r еп ecos 0 y = F $е M 
suposta diferenciável num aberto de 185 Prove que indo = 


14 










———— 





4 — FE 
V f(x. ү, 21 == E (ғ. B. $) И Xs | 2 aF ік ü } im. ] ар E E. 
per К sen y dm шга. "ае E 
Ф E. | 
onde m = (sen œ cos Ө, sen ж зеп В, сов ph v = (—sen bus > UM I, ERIVADAS PARCIAIS 
COS c sen B, —sen е). з ; He н =й А 











#_—————_ 


ORDENS SUPERIORES 


Г ADAS PARCIAIS DE ORDENS SUPERIORES 


Ж | К 227 
Elo z = f (x, у); na Seg. 10.1 vimos como construir as funções ne A 


à, podemos agora, construir as funções: 


% of у ej «3 (85) ELE (24 
alo | i 


ay? ду\ду) öx dy ду) дудх ду\дх 


КО ә; ге, 
3 > üx^ | dx dy Ux ах (ay x | 


DA. Seja fix y) = ау“ — 6x^ y + 3. Calcule todas as derivadas parciais de 2.º ordem. 


% 
|) 


| etc. 








==. 


ed 


af 


ү Me 2 
JA 


9 ‹ 34 | 
СО) = — BE (x, s ia — 12ху) = BÚr y — 12y. 
dx 0x ах 


(x. y) = (о »)= pm y =- 17ху) = 80x^ y! = 12x. 


dy 


= (ey 3 _ 6х2) = 48x Y. 
dy 


| 
коз : | | r | 
5 Sf E y) = = Е (X; »J- Liey =W= 80x^y" — 12x. 
1] px 





ЕП quur cei 1. 
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ma condição suficiente рага que tal igualdade ocorra. Antes de enunciar 





а? f d^ F H. поз п 
Note que, neste exemplo, - (x, y) = ——— (x y EC | finir função de classe C". | Ut MER 
р dx ду = dy üt (x, у», рага todo (x. y) E T IR? ER IR. А aberto, é dita de classe p em А se f admitir todas as 


m А. 

e ordem n continuas е 

^ M nciaremos a seguir conta-nos que se f for de classe C^ em A, A aberto, 
e 


onm a sr ^ 
EXEMPLO 2. Seja f (x. y) = xi + у? se (x, y) É (0, 0) у id 


a = 


е DU. seráo iguais em А. 





0 se (x, y) = (0, 0), É ^" sivadas parciais mistas ахду  Әудх 
Mostre que ua т=з ы | З | 
a (de Schwarz). Seja f: АС IR? — IR, A aberto. Se f for de classe С” em A, 
3 f qe m | 
a) Rud (0, 0) = O b) — / (0, 0) = 1 
dx ду dy dx 


Solucao 


17 і : 
3f а todo (x, y) € А. 

a) Devemos, primetro, determinar =, Para (x, у) = (0, 0), temos; é 
y 








14.1 DD 


ау pes Jay (х^ + y?) ЕЗ 2хуї Е ху“ + 3х3у2 É: A le todás as derivadas parcials de 2." ordem. 
ду” оор ТҮРЕ Ы % = еб 
x (x + ) (x n ) E Día »- ху; ч Br 
Em (0, 0) temos: 


r- mikt y) dig (х,у) = Ax y. + y 









































E 1 Е 
d «O, y }, E бра fix vj ————. Verifique que 
ai (0,0)— li m UOI 0,9) Өз. 0. Assim, fe» x^ + у? К 
nF y y 
à a? 3 
yd + 3x32 IE. y + y f еар La y) 
df a ———s- se(x,y) * (0; 0) дх ду дх | 
PULL (x? + у2)? | 82 4 
ду | &» +С, y) = 
0 se (x, y) = (0, 07 o ду? (xt ey! 
Temos, agora: | тыз ыз 
Е д 2 2 
? і Fi Verifique que Ly EL 0 onde f(x y) = In G + y) 
df of : : дх2 ау! 
a? f | (xr Пу — : (0, 0) 92 f EC Г Р 
AI AN n ЖАЗ sc ЖАРИ" T о 0) = OR y 425 
dx ду ла х-0 тананы а ү 3 eritque que x A. y — =0,ondez = (x + yje” 
SE üx dy ау? 
3 Ж 
mf g A C IR? IR,A aberto, duas funções de classe С” е tais que 
, E ке у^) es 2x2, 29 f 
rp J IAS O T A ^p ' | = қ 
В) 5 е (x, y) m (x? + y? 12 st (x, y) Ей (0, 0) d (ve af = 9g е af = — dE 
Е 0 se (x, y) = (0, 0); dx dy ду dx 
af E 
aif of (0, v) — 9] (0, 0) = 2 2 2 
(0, 0) lim pet 2 = ] ou өгіз, - “0,0 Eg АЙ снн 
dy dx y y=0 ax? ay? ах? ау? 
Маш /: AGIR IR de classe C^ no aberto A. Justifique as igualdades. 
ке T : 
TN f р 1 
O exemplo anterior mostra-nos que a igualdade E S (X, y) = Эу x ы "Hi А а? ү | alf ї af 2 а? ў £ 2-4 
se verifica. O próximo teorema, cuja demonstração ё deixada para cxercíci ын dy dx dx dz dz dx | dy dz Tay 
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12. 


14. 
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t E 3 қ РР . | ais que (ху + A, vo + É) pertença а 
‚ Seja f (x, у, 2) = —== — — . Verifique que A Eta de centro (хо, Уд) e contida em А. Sejam h e k tais que (xg +0 
4 x? Eu ұл + г? d 4 ainda, | E | 
Sr ef gy HUE) 7 f Go + һу + 7 f Gg yo * 0 Оо + f уу) + PG Yol- 
— ILL 4 IES 3 3 AT 4 v T = fiy +В, ху — fixo 5). 
дї at at 0 E дее as funções e (1) = tt, xo +) — / 0. ype pls) =} бо * 5 fno 
2 fostre que | 
Xy n se (x, y) (0, O 2 pihi Tu F H (h, Ку = e (xg + В) — exp) = pO + К) — pio? 
‚ Sejaf (x, y) = Pe y ; ‚Уз (О, ) Calcule LL (o De Mr Р" isle 1, entre xy е х + h tal que 
à , р Tit Y е а 
0 se (x, у) = (0, 0) adia pese 
‚ бен = А d 3 | nr ; af af 
eja и (x, 7) = A sen (ah! + g) sen Ax, com A, a, Ас Ф constantes. Verifique ы À (xa А) PA) = e th E (ң.у * Ю— Е (fr, 7] h. 
au à^u E | i ii 
= El A [ B. L . АТЫ түү Ag Ты 
дг? i дх? 3 Prove; existem tj € sj, com f, entre Xq € xp + hes, entre vy € yo + k, tais que 
. Seja u = f(x — ai) + g (x + ar), onde f e g são duas funções quai | 1 Д 
ЖҮ my S i уа É і quaisquer de uma "T 3 
deriváveis até a 2? ordem. Verifique que ME 3 H ih. k) = ы (21,5) = (xg + h) — фу). 
a В ar dy dx 
du А ; дсн 3 q | қү + Ё nire vo € Ya + k, tais que 
ШО зу E "Prove: existem 15 € ғо, com 1; entre xq € Х + he 55 entre yg € yg 7 К, tan 
à x" 3 1 
. Sejam x = x (u, vje у = y (14, v) duas funções que admitem derivadas parcial E 3 
"m қ E Ы - Y parciais num TC ПИ = = ға “Б x V, 
A. suponha que (1, 1) E A e que x (1, 1) > 0. Suponha, ainda, que para todo (и, v) GA H (h, k) — SEC (15, 53) = p (yo + К) — p Oy). 
Y 4 y —-u-vexy-u- 2v M. 4 | Я E 7 
:8 : = (хь Yo) = (хо, Уа). 
dx | dx ду Nem dy dx 
Calcule pun 3 bservacio. A razão de considerarmos a expressão H (h, k) é a seguinte: 
у = | | É 3 5 
і l ; f (xg t ^ уу) — f (xp. Fo) 
EN = Иш с ——--. 
Е erar дл Pi hoù h 
Seja z = xye *. Verifique que 3 2 af | 
k oes Zi (tp yo ES (ха. Yn) 
X 3 cM di 0. 3 1 (хп, Fo) = lim k 
ax? Яу ах? 4 1 E ax | k 0 + 
‚ Seja z = f (x, y) de classe C^ no aberto A e seja (хо, yg) € A. Suponha que f (ag. 70) 9l | : pot раза 
e с OD + - Оро q be А = Fixa vn tÈ А (ху +A yg) — f Gg. Ур) 
para todo (x, y) Є A. Prove que 3 ^ iim, (хо + п. уу + E) — Гоо. 50 К} = lim i dus yer 
hu 0 h һ-э0 | h Е 
= / (X уд) € Ü e RE (х Yo) = 0. | 4 K = 0 | 
x^ ду? 3 | 
Interprete graficamente. E Em E Fo th yo + К) fg Yo + K) flo +A yo) ЕЕ 
à r =y? i А E E в 
Seja 2 -| І sen t^ a du. Calcule -- | 
ü 4 : 
APLICAÇÕES DA REGRA DA CADEIA 
Ас 922 ENVOLVENDO DERIVADAS PARCIAIS DE 
а b)— ў > 
Эх dy ах? | x=1 | ORDENS SUPERIORES 
у=1 d 
T af à -finidas E IT ir. = m iáveis. Pel: а da cadeia, temos: 
. Seja z = f(x, y), (x, y) € A, com А aberto. Suponha que SL e 2L estó det E 5 о. y) x = x (r) e y = y (1) diferenciáveis. Pela regr 
Х i 3 
Wf. de A; SË q d af dx | 3f dy 
ue е ——— são contínuas em А. Seja (ха, уа) um ponto qualquer © 4 : n x yH = — (х, у) — + == (х, у) = 
hoe аз Ја (хо, Yo) um po d x [fos У = 2— (х. у) 5 3». gr 











ou 


dl 4 91 vs ў 
“у, y) = V f(x, у): (ж z) g EA (x, y} + Jy X, у 
А 









| 9f 235 ч 
Suponhamos, agora, que as funções > е HL 
^ 4 с na 3 Sejam também arenis 0 Әј 


te етн ет y) é: 








оп seja, 


Lr. 32 dx ef y dy 
СРЕ: oc) Ne L0 p 











Temos, entáo, pela regra da cadeia: 

















о Ja R EJ. "i yE+ 2 E sine em O lembrando que 
zs түзы ; dt а dx ах (s у) dt — ду\дх (х, y ; 4 a 22 
Assim, i 2 2 02 f af ; 
9^ f E x5 сиза a). 
(9 = 9 "à (х,у) + 6 ду dx (x, y) drugs dy? 
d E | dx ў dy 
“22 ( y) p 7 (x, y) + ( y TREE - 2 3 
, 8 
dt | dx di! — dyàx dt Де classe c? a^ f Š ^ : Logo 
Da mesma forma dy dx с dy 


Ж 














60-92 e» + 12-5 Lapis 


Меу= 27 + 1. 
E, portanto, L- 


= 


02. Sejam f (x, y) = x y' x = Зеу = 21 + 1. Calcule g" (f), sendo g (1) 


15 








EXEMPLO 1. Suponha f (х, y) de classe C? num aberto do IR^. Seja d @ = ph À | 
Expresse g"(r) em termos de derivadas parciais de f. 3 (pela tegra da cadeia) 


= 2 у у= реу 2+ 1. 
Solução E E gl) = Р(х, y), х É 
mn Mo ar Lal 
g(n-—f(xy.x-23ey-2tl a ш пог 
F 2 а? 
a? f д Í л Ба E" " 
"а-а а. +12 (х,у) + 4 (х, у 





pi HE n=, EE, DAN 
g (Т) T LÊ (e, у)] poe T С. e 
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onde x = 3re y = 27 + |. Tendo em vista que 











s "f . 
g _ 12 = 22 (s Y) 4 2r 6 у) m 30 "T (x, М 





a^ f 34 а? SA 
—ríx, y) = 20x у, = 90043092 f 
ах” ^— üx dy pum Ed T y E ду? 3, ») = юу E 





Seja z.— f (x x^) onde f (х,у) é de classe C^ num aberto de IR". 
зе, | 


En Шо; de derivadas parciais de f. 


resulta, 


g" (0 = 180 y* + 249459 + 48x y 
е, portanto, 


2 q 
2 = f(x, y), onde y = х. 


8” (0) = 18069 (22 + D 240 (3005 (24 + 1)3 + 48 (305 ог + x 
I ; f dx | 9f д “> 








2." TM 
2. processo dz. T Ж, уу] = 97 s. y)— Pu (x, y m 
| dx dx ax dx Uy 
е (0) = (30)? Qr + 1), 
g (0) = 15 (зг (2! + 1)“ + 8 (згу? (21 + 1): | 
S | д 
Portanto, Bis LEM у) + 2x97 (x, у). 
dx ах dy 

g" (D = 180 (30 Q1+ 14 + 120 (34) (2r + 1)? + 120 (30* (21 + Ў 7 
ou seja, : к - . 

—Ó | 2271 ЕЕ 0 a at |а|, 

g" (0 = 180 (30" (21 + DÉ + 240 (3007 (2; + 1) + 48 (3 (2; 1.3 E q a (x, »|: ES 2x аз (х у)! 


EXEMPLO 3. Suponha f (x, y) de classe C^ num aberto de IR? Sejà E dada por | 


е (пй = PÊL y), 
dx 


' | с "n j dy 
Ha Ny „|7 
dx | ах dx Vox dx ду d 


E i A 
onde x = еу = г. Expresse g' (1) em termos de derivadas parciais de f 


Solução 





Pela regra de derivação de um produto, temos: 


AETLERSTTM: 














ғ (f) = 2 La y) + E 1 41% (x, »| A | ' E d f 
Її 7 “г 
E E EE (x ji 2 (x у) + 2х — ТЕ (La. »)- 
Como к. 3 
é | 2 Е mes vef (х, y) 
Ju Kd | Y = HO у) + 2x х,у 
dt dx 997 dx dt dy dx dt 
qe d a? dv б "3 
= EL | у) + / (х, y) 2 EU : 
бх“ di dy dx di E af 3 а? f 2 a? E 
а? f T  2х-- (x, »|- 2 2 (s, y) + 2x (4,9) + 4х 5,2 54 
= 2} 7 (x, y) +. 3t (x, y) 1 ду À dy ax dy É У 
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Substituindo (2) e (3) em (1) e lembrando que f é de classe C resulta: 








d E a? d EL x : 
^ TUN d E 
d ax PUES у) + 4x? (х, уў-+ ku 


+ 


EXEMPLO 5. Seja z = f(u — 2v, v + 2u) onde f (x, у) é de classe: С° num 





а? 
Expresse қ ; em termos de derivadas parciais de f. 
4 y? 
Solução 
c=fixyx=u-lvrey=vr+ Qu 
dz д of dx df д 
cow [Fix ууу е 
du ди ох $ du д i » ди 
ou seja, 
dz d 
шетен e ur y) tr, y) 
du dy 


Segue que, 




















Como 
д |of _ 4°] df 
T Б mE 2 
àu E (x »| 222 (x, y) (x, y) 
e 
д 
2 Г y) = 2. Е у Ha de уш 
ди | ду dx du ду dy и 
es à 
= +272 : 
311, (x, y) 271 (x, y) 
resulta 











E Е y | à eq 
EXEMPLO 6. Mostre que a mudança de variáveis x = e" ey = € transforms к 












5 ; DE NOTACAO. Aqui 22 deve ser au 


do ве (2) е (3) resulta 
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dez az 
— + 3 = ] 
dut dv 


du ах du dy du 


аг p, 
au ах 


dz 
olhado como função de x e y, enquanto — 


2 hado como função de u e v. 


6:0) que 


а. ам у PURI 
du? ах du 


n vista que 








А 42 

1:9, [oz (ai 
Prae) REINES з - E 

“ди dx öx öx ди dy XOx / d dx- 





Е ди? дх ах? 


fado de forma análoga obtém-se 








b 42 dc 

2 dr vod ay Dé E 
E == е — е ah 
E ду“ ду ау“ 














> 4 
аі: 27 Ju аст a ЕП В Fri n tá Әз ga Y dz A 
= + m — Ё > 3 | ' 
Qu^ ду” Өх” ду da ду 
20] 3 
= = аст Әт й 
= +x—=+y==l 
dx? dy? dx ` ду 
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Exercicios 14.2 


(Quando nada for dito sobre uma função, ficará subentendido que se tratade 3 
Uma fan 


A 
C" num aberto, ) 


1. Expresse g' (1) em termos de derivadas parciais de f, sendo g dada por 


ў : 
a) g lr) = Y) х = Беу sen f. 
dx | 


30f 
“—(H, 21). 
dx ) 


$ J 


қ д ^ „åf 
c) g (t) — — (r^, 20) + 5 ——(веп 34, 2). 
dx дұ 


e 


b) gin =1 


ha 


- Expresse g" (1) em termos de derivadas parciais de f, sendo g (1) = ft, а) 


Fi 


. Considere a função g (1) = fía + hi, b + kt), com a, b, he К constantes, 


а) Supondo f(x, v) de classe C 3 num aberto de IR^, verifique que 


q 


D^ 
g (n ГЕ - (x, y) + 2hk 
TE 


t 


а? ; 
/ (x, у) + LL y) 
dy | 





dx dy 


onde x = а + htey — b kt. 


b) Supondo f (x, у) de classe C? pum aberto de Im? verifique que 








T > 8) а? 
psg a эу канд sen ar t 
da dx dy ах 


onde x= a + htey-b- kr. 


4. Considere a função A (x, y) = fa^ + y^, х2 — у>), onde f (и, v) é suposta de classe C^. Майк 


"a 








л 
дд“ du dv 


(au du 
7 


4 + a 
onde н = х" + y er=x — ү“, 


af 


5. Considere a função z = Li sen 3x). Verifique que 
X 


z д? a? 
eoe à E sen Зх) + 3 cos 3x- d 


dx dx” dy dx 
f 


y 





(x, sen ЭХ} 





, a EY 
6. Considere a função z = x = (2х, x^). Verifique que 





[^ zd 2 ( 
E de а F Bs | 
dz = GA (2x, x) + x|2 f (2x, x?) + Зх? — (2x, X | 
dx dy dx dy dy 


7. Seja g (и, v) = f(2u + v, u — 2v), onde f(x, y) é suposta de cl 


ye g^ a а? 
LÍ Mu me дд ша 


ди? àv? dx” а Y 2 

















sor М 
X, y ка) б 
Б аут 5 


2) | . i " 32 әр 
I uy 227 (и, v) + M Е nl SE Í ous "LL rye 


y н (n 
asse C^. Verifique 
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3 8- ш (x, у), onde x = гсоѕ беу = rsen 8. Verifique que 
ET. e. E 


г. ; 2 2 a? : | ду 1 ату 
ДАН ақан Е ЕЕ + — 
r dr r^ 08° 











ax” ду? är? 

3 2 2 | deriváve 123 orde m intervalo 
ң = abe ável até a 2. ordem num 

de classe C^ num aberto de IR”, g (x) denváve pio Da 

к А atodox El f(x. g (0) = Ü(istoé, y — g (x) é dada implicitamente pela 

E ‚Г y) = 0). Expresse g" (x) em termos de derivadas parciais de f. 


É, : que f (x. f) satisfaça а equação 





dr ur 
ах? üt? 
Ё id 0 
E i = fix = ref =u =v satisfaz a equação ——— = M, 
'erific е que g (и, v) = р(х, ђ, onde x= н + ver == у salistaz à equage SES 


= uma coleção de funções f (х, г) que satisfaçam б). 


ретт 


A " a que f (x, £) satisfaça a equação 


E | : 
L ә: 8° 

A T = с? ш {с = O constante). 
q д^ дах" 


D etermine constantes т, E, ре q para que g (и, v) = fix, fh onde x = mu + nyel = pi? 


~ 


= 0. 





2 д 
qv satisfaça а equação 
7% E adu dv 


Determine uma família de soluções de (2). 


la F (r, B, D. = f(x, y, 1) onde x = reos de y = rsen 8. Suponha que {с + Ü constante) 


И: 





4 I 


























а? Е a | 92 F | aF | aF 
— CU a em cde cra [9 
ar? ағ: roa r dr 
32 22 - 
EA. | Li Es 4. LE 
gamz = zü. y), х = e" cos ve y = e" sen v. Suponha que —, + —— = 0. Calcule 
J ? " dy" 
81: ә: z 
du? ду? 
: pde ə F дЕ EF 
ИО = ESP tyeri. Suponha que — -2 LES = f), 
г i x X ах“ ах dy dy“ 


E Ре 
üv? 


Ў з 4 . B T 
pne uma função ы (x, y) da forma u (x, v) -Ғ(х y ) que satisfaça a equação de Laplace 


au дін 


2 
2 гу? 


= 0. 
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bi E С Е 
) Faça а mesma coisa para funções de trés ou mais vari ive 


"m 


1б. Verifique que a muda 
nca de variáveis x — =: : 
constante, transforma a кшш * —56€05 0 — rsen ge Ve ssen ga d 


15 


OREMA DO VALOR MÉDIO. 
А CM ra equação FÓRMULA DE TAYLOR СОМ 
^ aa a қ ч | - RESTO DE LAGRANGE 


КЫ? x du 
222 зу? = Ü (u = u (x, y) М | 


em 


Pu Ж à^y 
i a TO muto 0) 


17. Veri : unl 
rifique que a mudanca de variáveis н = x + уеу= уф x tra f Е: 
x 2 ns Оппа & [пага 











cm 


du dv 


Determine, entáo, uma coleção de soluções de @) 


18. Suponha que z = + (x, у) satisfaça a equação 


T ¿OREMA DO VALOR MÉDIO 








+ 
@^т а? = 3 
v a с т 
; ax? SS E ey s teoremas centrais do cálculo de funções reais de uma variável real é o teorema 
гі - 
ж а F médio (ТУМ). Nesta seção, vamos estendê-lo para o caso de funções reais de duas 
Fazend і 2 2 : 5 reais е deixaremos a cargo do leitor a tarefa de generalizá-lo para fungóes reais de 
“azendo a mudança de ERE E. 1 84; 2 S E 
udança de variáveis x = ge У = &', calcule —c + 2 Hz X 2 а=. | т ais variáveis reais. 
o БА ди dv gu és de enunciar e demonstrar tal teorema, vamos introduzir os conceitos de segmento 


puñal. Sejam P, e P, dois pontos do IR^; o conjunto 
PyP, = (PEIR* IP = Py “АҚ, – Ру),0 = А = 1) 


ІП; là-se segmento de extremidades P; e P. Sejam, agora, Py, Pj; Po Pio Mt 1 pon 
intos do ІҢ”; o conjunto 


РАР РЫР ШЕН. ТР, 
а ве poligonal de vértices Po, Py, .... Py; 


= 
[E .-- 





Segmento de extremidades Р. e P, poligonal de vértices Р., Pi, P. Ру. Pers 
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Teor "di зе] ; j | | 
orema (do valor médio). Sejam A um subconjunto aberto do IR?. Р 


pontos de А tais que o segmento РОР) esteja contido em А, М 
y) for diferenciável еп А, entáo existirá pelo menos um ponto 
PoP) (isto é, P pertence а РАР) mas não é extremidade) tal que 


| FP) — (O9) = VfCP) (P, — Po). 


Demonstração 
Consideremos a função g : [0, 1] — IR dada por 


ES ttiP O рота, 


Esta função g fornece os valores que f assume nos pontos do беш PAPA 
1] e derivável em 10, ПВ 


diferenciabilidade de f em А, segue que р é contínua em [0, 
ТУМ existe г em JO, 1[ tal que 


ЕП) - g(0 = g (1) (1 —0), 
ou seja, 
g(I) —-g(O=g' (F). 
Como g (1) = F(Pj) e g (0) = f (Py) resulta 
Ру — (Ру = Е (7) 
Pela regra da cadeia 
E (б = VIP ТІР Ра) Y (D 
onde y (1) = Py + t(P, — Po). Temos 
Y (0) = Pa + (Ру — Py) = ү (0 = P, — Ро 


Assim. 


g' (t) - V (А +A- 5) - COR - А) 


onde P = А) + (В — By) é um ponto interno ao segmento РР pois 0 < 2 1. Po 


МР) - Ру) = ЧУ(РуУ-(Р,- Ру. е 


Pelo ТУМ existe Р interno ao segmento РР, tal que 


| ОРЕ TE — HB-H 
E = т; ТЕС у= MEVS MESES, 25 
O сң 


ПА 


estas Condições ga 
Р intérno ап gë 



























а - 
КІ ТЕП 
n= - 


291 


Teorema do Valor Médio. Fórmula de Taylor com Resto de Lagrange 


E | == Hn 9s Fo 
Г" A - Ri 


resulta, 





== — 
APD FP) = (V FCP): и UP, Pol 


AA) fi» S4 Pin - Ri 
ди 


ТА) fp. X 
Р, — А! 


(B = Am) 





A f у) for diferenciável no aberto А e se PoP С А, entáo existirá P interno a 


¿pr F E 
n d. ға taxa mé- 


ТД A 


; E 
al que а derivada direcional de f, em P , e na direção и 





variação de f entre os pontos Poe Py, Pq + РІ. 


| 
` acão, O enunciado do ТУМ para função real de n variáveis {п = 2) é o acima, subs- 
lo ІН por IR”. 

Gios 15.1 








Determine Р = (X, у) como no teorema do valor médio, sendo dados: 

a fx, у) = 2х2 + Зу, РІ, DeP,= (2, 3). 

Юга у} = 22 — зуг + ху, Ро = (1, 2)е Р = (4, 3). 

с) fx y) = x* + ху”, Ру= (1,1)е P, = @,2). 

бей f Uc y) diferenciável em ІА? e suponha que existe M > O tal que ПУ fa, y)ll = M, para todo 
C y). Prove que 

E T V (x, y) — fis, Di Ml у) = Gn II 


4 Jaisquei que sejam (x, y) e (s, 1) em IR. 

Sej Го, у} = In (x + y). Prove que 

| If (x, v) — fir. £) | © x y) — ts i) | 
Maisquer que sejam (x, у) е (s, /), com x > 1,y > 1,5 1er L 
: FUNÇÕES COM GRADIENTE NULO 


gradiente nulo num aberto. 


21005 interessados, agora, em estudar as funções que têm )€A 
x.» . 


2) for constante num aberto A de ІН”, então V f(x, у) = (0, 0) para todo ( 
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tem pontos que não pertencem a А. (Observe que os роп» 


Entretanto, pode acontecer de uma função ter gradiente nulo em todos os po 1 | E sonal ligando Ра О 
sem ser constante neste aberto: a função : ntos фет > 0, nào pertencem а A.) 
de v Кер КЕС са 
à à | n 

3 Sei (A C IF aberto е conexo por caminhos. Nestas condições, se V lx, | 

rema. 5©\а ра :erá constante em А. | 

E x, y) em А, entáo f sera co 

10) рага todo ( у) | | 


^ E | 
ізеу>феде<х<1 E сайа 
didi 1 зеу>0е1<х<2 : E 9 to de A; vamos provar que para todo Р = (x, y) € A. fix. y) = 
i - ' nto iW 2 = a 

| ЖЫШАЙ ur Pe minhos, existem pontos Ру, Ру, << Fp- Era Ppr 


| Сс ШЕ еам Poi il PP, Uu РІР; ІН ЖЕКЕ, P. л Ён está contida em in 


E A tais que a poligonal 


é constante em А. 
Provaremos a seguir que se uma função admitir gradiente nulo em todos оз pe Mos с 
um conjunto À conexo por caminhos, então a função será necessariamente сопа 
A. Dizemos que um conjunto aberto А é conexo por caminhos se, quaisquer que уте 
os pontos Ре О pertencentes a А, existir uma poligonal, de extremidades Р e 0, сой 
ет А. id 


tem gradiente nulo no aberto A = ((x, y) € IR^ ly > 0,0 c x < 1ou 1x т 2}, п E 





EXEMPLOS 94 = E Yt: 
brema do valor médio, para todo i existe É, interno a P; —. yPjli= 1,2, Е 

а) A = ІВ? é conexo por caminhos. | 

by Toda bola aberta é conexo por caminhos. 


C) 


P T — PY JP 0) VfOD- G;- P; \) 
10 ү fi Р) = 0 (hipótese) resulta 
к qe TP RR 0 






1, 2,-..,n; assim, 


FP) = Рр = (Ру) =... = f(P,) = ЎАР) 


é conexo por caminhos | : 3 i к: 
а Мо, (х,у) = f (ху. yo). Fica provado assim que, para todo (x. y) € A, f(x, y) = f Gg Yo). 
ja, Fé constante em А. m 


|. RELAÇÃO ENTRE FUNÇÕES COM MESMO GRADIENTE 








E Teorema 1. SejaA C IR? aberto e conexo por caminhos e sejam f. g duas сз 
A admitem derivadas parciais em A. Nestas condições, se V f (x у) = Vg (УР 
No (x. y)-€ A, então existirá uma constante К tal que 


gl y = fi y) + А 


0 — mi 


___ и > 





| 
| 
| 
| 
| 
| 
і 
І 
І 
! 
[ 
1 


Жа todo (x, y) em A. 
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Demonstração 
seja л (x. y) = g (x, y) — f(x у), (x, y) E A; como | É % 


Уд (х, y = Vg( у) — У(Х, у), (х,у) Є А, 












osta em geral é nào. A seguir apresentaremos uma condição 





segue da hipótese que V A (x, y) = (0, 0) para todo (x, y) E A. Como A é conexo pr p mpre solução” ETT dmita solução 
resulta que h é constante em А; logo, existe uma constante k tal que h (x, y) oral : zs Та рага que о sistema admita solução. 
(x, y) = fi y) + К | 3 - КӘСІПТІ” PE 
жена, E brema 2. Sejam P (x, y) € Q (x, y) duas funções definidas е de in К е 
para todo (x, y) Є А. m i n. EA фо IR^: Uma condigáo necessária para que exista uma função f: À — га 
4 i г Era todo (x; y) € А. 
O teorema acima nos diz que duas funções com gradientes iguais num conjunto é i. DE ы 
por caminhos diferem, neste conjunto, por uma constante. | CUN d E Y 
> (x, y) = Р(х,у) 
EXEMPLO 1. Determine todas as funções f(x, y), definidas em IR? tais que » 
= (х,у) = О(х.у) 
: ду 
m3 +4 ; 
а 7 od 20 _ ФР 
1; of К LI = — em À 
A ax ду | 
Solução 3 ЕР? 


Observe que duas funções que satisfazem (1) terão gradientes iguais, logo, deverão dife 
por constante, pois IR^ é conexo por caminhos. Basta, então, determinar uma solução dei 
e qualquer outra será esta mais uma constante. А função E 


amos que tal f exista; assim 


33 Pix, y) = Р(х,у) 
Xy + 4х ox em А. 


satisfaz a 1.^ equação (obtém-se tal função integrando-se а 1.º equação de (Т) em rela |= (x, y) = Qe y) 


mantendo-se y constante). Por outro lado, { 
lido os dois membros da primeira equação em relação a y e os da segunda em relagáo 





ҚАЗАҒЫ Emos, para todo (x, у) € А, 
s 3 
? 
; "a E ӘР, 
satisfaz a 2.º equação de (1). Segue que (х,у) = — (х,у) 
quação de (1). Segue q ЕЖЕ» 5 
e 
X y + dx + 3 
| 9° 20 
satisfaz (1). (Por qué?) Logo, | 2» (х,у) = x (x, y). 
Е. Pe „лерде M O JA » f'será de classe C ^; pelo teorema de 
fix у) = xy! + 4x + E +k  (k&lR) : o EF de classe С, resulta que f será ре 
A . Logo 
é a familia das soluções de (Т). | ox dy dy dx 
2 sri b Ug 
Sejam P (x, y) e Q (x, y) duas fungóes dadas, definidas num aberto A do IR OP 4 dP _ 9 em А.ш 
que se coloca é o seguinte: o sistema ; dy e 
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EXEMPLO 2. Consideremos o sistema 








Шо; 15.3 = 
+ Determine todas as funções f: IR — IR tais que 





Заты. ба Xy : ar 
ox E) Y = 9х? y. - ld, — = буу + 1 
DE от ду 
EA E | ginem +3 =» T = xcosxy — x + Зу” 
E зу al 3E ү 
E З | VE Н 4 l 
3 2 К | Ты 2 o А y : LL Do uq V 
Como — (xy) + — (y) em IR^, segue que não existe função definida em |Ң? ana сол 222 ЖБ ду бё 
dy ox ет Sue satis 


] / ^ 
КЕИ api А £petermine a função f: ІҢ“ — IR cujo gráfico passa pelo ponto (1, 2, 1) e tal que 
ec қ i 1 > 
| Vf( y) = Qxy! — 22, ху” + 2y – 1). 


% 


¿XEMPLO 3. Determine, caso existam, todas as funções 7 = "йік ; ў 
Се Е » с у: ¡Determine a função /: IR? — IR cujo gráfico passa pelo ponto (0, 0, 2) e tal que 


Lts | V f(x. y) [o у PNEU INR + ye” | 
K em IR? - {0,0} — | *ax5 ky dx y 
El a E: q. Existe função f: IR? — IR tal que 


урду) = Фу, х уг + 1). 





Solução para todo (x, y) em IR?? Justifique. 
E 2 Қ А T 
d | t l= -2ху ¿Determine z = фу (x, y), y > 0, tal que e, (1, 1) = y * Рага todo y > D. 
ev y? 1 y? ) (x? + y? y TE ^ 
-у x 
e Vo (x, у) = = EET | 
т Eel 
| A y А nu , . 43 
at = c кш 2ху E Deemune z = с- (x, у), х < 0, tal que e; (— 1, 1) = RUE e, para todo x < 0, 
ci "T y х 
Assim, V qu (x, у) = [az ER Беа | 


к” кў é dao A е 


z = 90 етп IR? — ((0, 0)] лі " 2 P Seja À md y € IR у> 0) U (ix y) € IR? Le < О}. Determine z — ф(х, y), (x, y) EA, tal 
y X | 


3 
à іе p(=1, 1) = e, para todo (x, y) € A, 








V 1 i 
onde Р(х,у)= ————, t Olx у) =a е). y : 
Bu X + 24 xº + ye | V (pix. y) RET TS = É 
К А é T + ^ 
de admitir solucóes. Deixam os a sel, É РЫҚ” а-ы 
A condição necessária está verificada; o sistema pode admitir soluções. | 3 pes Tr ; 
сі апа esti pr Я ДЄН. Utilize os Exercícios 5 e 6.) 


verificar que Я 
TI ; 3 — — 
г. à аро de forças F (x y) = Р(х,у) і + Qix, y) j , onde P e Q são funções definidas 
LE] | - . а a 

aberto A C IR^, denomina-se conservarivo se existe um campo escalar х: А — IR tal que 


zl 
т 


z= : In (x? + y^) е”? + (k €IR) 


за 


é a familia das soluções do sistema. а do (еді z У ф(х у) = F (кай 
Uma pergunta que surge naturalmente é a seguinte: a condigáo necessária se alg 

é também suficiente? A resposta é nào. (Veja Exercicios 9 е 10.) Entretanbe e M 

restrigóes forem impostas ao conjunto А a condigáo será, também, suficiente: | 


ma será discutido no volume 3. 


Jm is : : 
E н tal função p, quando existe, denomina-se função potencial associada ao campo F.O 
E IPO de forças dado é conservativo? Justifique. 

; -” E 


ho Йй: iss e 
29^ A B Fy =yi -xj 
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10. 


. Seja F (х. у) = EAR y) E + ix y) j um campo de forcas com мо и 


2 1 5 х қ ; ‚ Е 
. Seja E (x, y) = 2x^ + zya função energia potencial associada ao campo F. 
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: 2 2 
+ = x 4 
y m > Б: es L- + — aenergia potencial associada do cam: F. 
с) К(хуу=у +(х+2у) j d Elano LX ja UG y = 3 2 ERES ii 
(x^ + dicis E Р. 
— - + .- — қ a Г: 4 Determine 
е) F (x yy—4À Tox oj ud Agr = ай) 
H i е DOR ыы (Qi E 3 M ¿py Uma partícula de кин m = 1 é abandonada na posição (1, 1) com velocidade inicial vo = 


(-. 1). Sendo Е a única força atuando sobre a partícula, determine а posição y (1) da par- 


Seja Р o y) = Р(х, у): ¿+ Oix y) 7 um campo de forcas com Pe Cenni сша no instante г. Desenhe а trajetória descrita pela particula. 


A C IR". Seja y (f) = (x (0. y (10), + € [a, b], uma curva de classe С! ‚ Com y (a) = 


uma curva fechada). Suponha que, para todo t E (а, b], y (t) € A. Prove que sé 
se] 


ma partícula de massam = 1 é abandonada na posição 
conservativo, então. бей r aforça do exercício anterior. Uma p posiçã 


. 0) cont velocidade inicial va = (0, 2). Sendo F a única força atuando sobre a partícula, 
determine a posição y (7) da partícula no instante t. Desenhe a trajetória descrita pela partícula. 


i 56 


b 
| Е (уб) уса = 0 





EA x 272 3 
Seja Е (x. y) = 5 F rmm jo (x, y) = (0, 0), j-PoriNóMiO DE TAYLOR DE ORDEM 1 


а) Venfique que, para tedo (x, v) (0, 0), 
ді ia FO y) de classe C? no aberto A C ІА“. Sejam (xo, yg) E A e (A, К) # (0, 0) tais que 


mento de extremidades (xo, yo) © (xp + A, yg + Ку esteja contido em ^ Consideremos 
сас g dada por 


% g (I) = f(xg + ht, yy + kt) 1 € [O, 1]. 





оо 
(х,у) = —— (х,у) 
à 4727 


onde P (x, v) = — 





7 >. 


Жу x^ cpu 


E, EM - е{ (х,у) = 1 
| юшесе os valores que a f assume nos pontos do segmento de extremidades (ха, ур) e (xg + 
+ k). Esta função g desempenhará o papel de ligação na extensão da fórmula de Taylor 
funções de duas variáveis reais. 

Ца fórmula de Taylor, com resto de Langrange, para funções de uma variável, temos: 


Jah 


b) Calcule E F (y (1): ҰХҒ dr, onde y (1) = (cos t, sen ñ, 1 E [0, 27]. 


— 
c) F é conservativo? Por quê? 


= : с 


(1- oy 


g (L) = g (0) + g (0) (1 — 0) + £O 


no aberto A de IR^. Se F for conservativo então existirá uma função escalar U (x, y) definid 
— E - 
ет А tal que F = — V Uem A. Uma tal função denomina-se função energia potencial ass gum iiem JO, 1]. 
у | | К : $ - ` alculemos; agora, g (1) e g"(r): 
ciada ao campo F. Determine, caso exista, a função energia potencial associada ао сатро: 2 É q 
dado e satisfazendo a condição dada. : 4 


. 9f ip od uou m 


O= (у(х, = ЕН (х, СЫ AA 


+ r] -—4 

а) F (n y) = ri —2y j eU(0,0) = 0. 
—k — + 

В) F (х у= хі tvjeU(D0)-U0. 


+ + 


| хі + y | 
a LIL vis, g=-. 
xt ЕЕ + у? 5 


+ $ 
d Е (х ур= хі —uxy i e 4 (0, 0) = 1.000. 





+ 
с) Fix у) = у= S q pem ag 


| ж.ж.” оу 
= Xp + hte y = yy + kt; 
É 


ШО HEAR PRE 
E . ЗЕ Е (x, »|к- 


3 2 
E a S yh+ с! (х, »k + ES E 


aL 


: — 
а) Determine F. 


а. AGREE 
b) Uma partic ula de massa 1 é abandonada na posição (1, 1) com velocidade Bu. E 





(x, УК |k 








(0.3 
que F é a única força atuando sobre a partícula. Determine a posição уш = Gra 
E 

da partícula no instante 1. Desenhe a trajetória descrita pela partícula. Ё 


Ф? gy ox dx ду ду? 


= 
(Sugestão. Pela lei de Newton y (0 = F (y (1).) 
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д? Hi q A Fazendo х= Xp + he ME Mp + К. obtemos 
(х, y) hk + 92 f aga 
Ho z 








2 
a (x, y) А? +2 


onde x = Xp + ht Е ү = Уй + kt. 


yo) (y — xo) + Ei (x, y) 


g"(n- a | | : 
4 Шох, Yo) + 2 (хо, уо) G — хо) + mv д 





(а, уж 


A (х, y) 


Temos, entáo: 





#@) = f (хо + A, yo + k), (0) = f Gg, op) 


| g'(0)— 2 (xp. yolk + " (xg. yp)k e 


2 


Iss gif 
у= —5 
E^ 22 





: 2 д XE E айс: 
of (x, YKX— у} TA 52, (х, уух = xo MY за)" 


1 | 














2 ОАТ | 2 
)А +2 Ka (x, yc dim 2 vd S (X, yXy- y | 


dy* 





onde x = xg - ht e y — yg + Kt. | | | 
E тке T: ӯ) interno ао segmento de extremidades (xp, yg) € (x. y). 
Observe que (x, Y) é um ponto interno ao segmento de extremidades (ж 3 igum (х, 
E č қ TN ТГ O 
k), pois Г € JO, Ц. (ое ti р | : т 
A (x, у) = f(xo. Yo) + 3j 09. yo) (x — xo) * g yo) Cy — yo) 


А 


3 alta de (xy, Yo) 

mina-se polinômio de Taylor de ordem I de f (x, y) em vo t» У0 

Jbse ema o gráfico de P (x, у) ёо plano tangente ao gráfico de f em (Xp. yo. f Ug: д0), 
1y) é o erro que se comete па aproximação de f (x, v) por P (x, у); (3) é a expressão do 
| за forma de Lagrange. (Ав vezes, usa-se a expressão resto em lugar de erro.) 


" Р ). Seja f (x, у) = 1а (х + у). | 





— me 


Jetermin o polinômio de Taylor de ordem 1 de fem volta de (5 2 | 


Substituindo (2) em (1) resulta: : E | ; 
| 
y-Di«zG*y- M. 


af of ; 
f (xo +h, yo + k) = fixo, yo) + ——(хр, yo) А + — (xg, yo) k + BRR 5 
O: Уа 50:59 сты о, Yo) : (A, k) а que Dara todo (х y) coma + y > 1,11п (х + y) - (c + 









onde 
" | T Я "-« ига | 
E (В, => Has pr 2-22. pyet i 1 1 Y | 426 3 J 
охоу j | TE = uui аш == | — dE к==р Ира OT eee кеды 5 
| pos (5. j| mls || шс а 
para algum (X, y) interno ao segmento de extremidades (хо, yg) € (xg + A, yg 9. po Y 1 
Demonstramos, assim, o seguinte teorema. o (х,у) = e —— (х,у) = —— 
ex P х + y 
Teorema. Seja f (x, y) de classe C" no aberto A C IR^ e sejam (х, y) c Ae DA - | $- 24 1 \ 1 
(О, 0) tais que o segmento de extremidades (Xo Xp) e Ep + A, ур + k) esteja mc. $ P, (х, у) J: | os à) + b es 5) 
A. Nestas condições, E 2 
D Р(х, у) =х+у- 1. 


f Gt + А, yo + K) = fixo, ур} + Ж з, yo) h + Yo, yo) k + Eth, p Я a 7 
Ф dy x Rx + y) =P, (x, y) + E (x, y), onde 


a 2 2 ЖЕ ds 1 | 
Ше» T 


onde 





ox? 


t a (X, y) C т y 








Е(А К) = ШЕ Ex: уул? +2 5. (x, уж + E ж] 


+8 


para algum (х, y) interno ao segmento de extremidades (хо, ур) € (Xp + л, Yo " : 
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1 -2 + дог ariy 1 
p) um ponto crítico de f(x, у) e suponha que fseja de classe C^ na bola aberta # de 
(x, у} em B, existe ( X, y) interno 


DE 


до segmento de extremi- 








para algum (X, y) interno ao segmento de extremidades [1 1 | | A 
TA е OE Тепе Entro Со. Yo): Prove n para todo 
aT : 1 3 Y y x, y) tal que 

—À- ( x, y) = bu MN = def ( Te д? f | К: 1 i des (хо. Yo) с ( + q 

х = ч (х 4- yy dx dy X, y) zzi y? (ху) nd 7 к | "T 
Como estamos s | М Т Я ЕТТІ ДАР к. 243-2 5 nto хо) - уо! + 

mos supondo x + y > 1, teremos, também, x + 52-1. e m 1 o y) — f (xo. yo) = Ta (x, y) (x — Xp) dv | ü 
ШЕ: à XX] уф m Е E 

1 + ШАРА (X. y) (y — Yo! | 


< 1. Segue que 
É 


+ bxy + сү” + ах + еу + т (а, Б, с. d, 
Prove que, para todo (A, K). 


ШЕ” 
соп cry], | 
(x + у) 


І 1\2 
Е (уи L| x- >) M NN. | 2 
(ез) 56-36-20-3 


IE (x, у) < - (x + y — 1) 





E i 2 е, m constantes) e seja (Хо, Yo) UM 
^. ja f Cr. y) = ал L 

"ponto erítico de f. 

1 i | i | ШЕ + р, Уй + Kk) de fg Ур 


[^ 


a 7T 
у= ай + bhk + ck. 





ou 
i Sejam f (x. y) € (ха, Yg) como no exercício anterior. Prove que se a > De b^ — 4ac < O, então 
para todo (x, y), com x + y > 1. Assim, E Ғор + h, yo + К) > РО Yo 


4 таға todo (А, k) = (0, 0), Como ёо gráfico de /? 


a bola aberta В de centro (xj, y) € que as derivadas parciais de 


Пп (х + y) – Ру (х у) < - бк 
we que existe M > O tal que, рага todo (x, y) & В. 


B q Suponha f (x, у) da classe Cn 
[2 “ordem sejam limitadas em B. Pr 


| In X Toy) — + y — 1 3 
жын ы 2 UD E Ifc y) - Pi, у! E MG у) (ха Ур) pe 


para todo (x, v), com x + y > | | 
à 5 E onde P, (x, y) é o polinômio de Taylor de ordem 1 de fem volta de (хо, Yo). 


xj € Уа constantes. 





Exercícios 15.4 








g. Considere o polinômio P (x, y) = a (x — ҳу + b(v — yg) + c. coma, В, с, 
É Suponha que exista M > O tal que, para todo (x, y), 

PENIS : 

a) fi. y) EE el у & (хо, Yo) = (0, 0». ; 


used ; 2 
a fücyb—-a' +y — x” + dye (ха. Fo) = (1, 1). m E 2 
с) f(x, y) = sen (3x + dy) e (xp, yg) = (0, 0). E Ж : 3 Prove que Р (x, у) = Оет IR". 


|. Determine о polinômio de Taylor de ordem 1 da função dada, em volta do р Xo d 22 
ds Wi | ' 2 
2 ІР Lx y] | = M ll lx, Y] E хо. Уа) Ц, 


o. deja f (x. y) de classe C? no aberto A С ІВ? e seja (ха yg) um ponto de А. Seja o polinómio 
DP y) = a (a — xg) + bl — yg) + с, coma, be c constantes. Suponha que existam M = O 


E e uma bola aberta B de centro (x. y). com B C A, tal que, para todo (x, y) em В, 


Е. + бү 


* e Py (x, y) o polinômio de Taylor de ordem 1 de f сіп volta de (004 


a) Mostre que para todo (х, y), com x + 5y < 1, ú 
$ E . ВЕ 


2. Sejam f (x, v) = « 


+5 ^ А z 
Ға es Р, (x, у= = + зу)? à 3 If (x, y) - P (x, ҰН = М(х, y) — (хо, yp! I^. 


n 





b : | E : 
) Avalie o erro que se comete na aproximação Prove que P é o polinômio de Taylor de ordem 1 de fem volta de (хо, Yo). 


e + hy Es P, (x, y) P È ad 
para x = 0,01 e y = 0,01. = - 
3. ЖА ОЕР 3 2 z | 
. са у) = х" +у х + Ay e P (x, y) o polinômio de Taylor de ordem І de fem E 
е (1, 1). Mostre que para todo (x, у), comi x = 11« 1 ely-11<1, к 
о у) - PL (91€ 7{х— 02 + 6( - 1X к Pe dt yo Мы dim кы а 
Funções de uma variável segue que 


ат eS 3 > NT = 
4 as is y) cc Y —r t 4у c Р, (x, y) о polinómio de Taylor de ordem ] de fem E 
т . ] j 





5. POLINÓMIO DE TAYLOR DE ORDEM 2 


шы 


Süponhz os f (x, y) de classe C 3 no aberto A C IR. Sejam (xg. Yo), (xg + & yo + eg (t) = 
de Taylor, com resto de Lagrange, 


2: d Ta Н | g" (0) 7 g" (t) a 3 
a) Utilizando P, (x, y), calcule um valor aproximado para f(x, y), sendo x = 10016) 202 E= е(0)+ g (0 (1-0) + Peu (1—0) + SD (1 — 0) 
b) Avalie o erro que se comete na aproximacáo do item a). | E А ! 

(Sugestão. Utilize o Exercício 3.) Ват r em JO, 1[. 
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Vimos no parágrafo anterior que : - condições 







ma а 
'q) e S. Y ә E ag yh + Š Оңу уйу A+ 
g it) = ER (x, y) + s y)& m h, yo + К) = = f (Xp Yo) 3e (Xp Yo Әу 














| 9^ f 2^ f 2 | k) 
е Lu M (xo. Yo JH? + 2X» 3 (хо, yo) hk +- 52 (хо, Yo) 
nf 92 f 22 4. Y 
“(=> (x, y)h? + 2 —— (x, y)h f 
E (D 38 (x, у)й ru y) ds (x, уу 3 | 
onde x = xy + hte y = yg + Kr. Deixamos a seu cargo verificar que 3 TOM ТӨС p + ene (x, y)h* k +3 E SUR (X, y)hk* 4 
g? д3 3 x Mog з ado а 
g”) = — I (x, у)А3%3- е yk +3 ————- Pi TES ме 2 4 





Aa ax? ду dx ду? on 


onde x = x, + hte y = yg + kt. Temos: 


jp» 


| Pf ) 

сар (x, KA" | 
ду 

idades (Хр yo) e (Xn + А, Уй T г. 


Марита (X, y) interno ao segmento de extrem 








g(D= f (xo t А, ур + А), g(0) = fixo, yo), 
g(0)- E (Xp. yg) + 5 (xp. уо), 


ali nic io 

















5 Ж of ed 
i à M = -= Y ve) c хо) + -- Co) Y — Yo) 
| E Py —À 
g"(ty- Т уу "ri (x, y)? Е +3 2 pyme + EE > En »E 1154 (хо. Jo MX — xp Y PE (xg, yo) (х- xo yn) + 
onde x = xq + hr e y — yg + kt. E 2 E 
i ы + = (хо. yo) Uy — yo | 


Substituindo (2) em (1) resulta: : : 
a na-se Biolinémio de Taylor de ordem 2 de fem volta de (xo, Yo). 


fg +A yg + к) = fp ур) + 2 (хо, Ур) h + „2 (хь yg) É + indo x = xq + еу = уу + k no teorema acima, resulta: 


f(x, y) = Po (х. y) + Ey (a y) 





| | g? à 
* 7 ES (хо, yo)? + 2 a (хо, уб )АК + (Xp. el Elh, b) 


4 | db саға түре 
ЖЫ 119 е y) (x — хо) xA уу{х y O yo) + 

















onde 
ek 3 
; АА df 92} на + Bf ы FON D ш »o-»| 
қ”. (х, ұғ T3 no х, ў)А? К уя (X, Zi. ші сак (x у)(х xg yn) + == FE LE FILY 0 
E а ] im (x, y) interno ao segmento de extremidades (xo. yo) © (0. У). 


cios 15.5 _———— 
7 Determine o polinómio de Taylor de ordem 2 da funcáo dada, em volta do ponto (xg, уд) dado. 


pa) fy) = x sen y е (xy. yo) = (0, 0). 
Р) Fx, y) = x + 2x^y * зу? um. e (X. Yo) = (1, 1). 
+ x — y como soma de termos do tipo 


para algum (X, y) interno ao segmento de extremidades (xp, yg) € (xp + h, 0 Е 
Demonstramos assim o seguinte 







. k + 1 . 
Teorema. Seja (x, y) de classe C? no aberto A C IR? e sejam (хо, Yo) pe Ae. i 
(0, 0) tais que o segmento de extremidades (xo, yp) e (хо + Л, Yo + K) esteja co 
em А. 


Exp Коне» у= х? + Ly + Зу! 


Ba io- 


- : A— vem vem volta de (0. 0). Mostre que 
. 3a Р(х, esas 2 de f (x, y) = х sen y em volta de (0, 0) Mostre q 
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[y fé 
ІР (x, y) — B (x, уу! eere ior : 
3 $i e. E (5) a'f Жз 
ive ESTE (xa ph PE! 
ES 52% Р} дұЗ-Р ду? cs 


E ag * hte y = Yo + kt. Deixamos a seu cargo provar por indução que 


para todo (x, у), com Ix | « 1 


Же ДЕУ re iced deuten à 
Eod (x, y) de classe С no aberto A СІН € seja (х, уд) um ponto de A (lembre: de que 
С” emA significa que todas as derivadas parciais de ordem 3 são continuas wei 


uma bola aberta В de centro (x v) , com B € A, eum número М > D tais uas em A), Prove que 


UM #00) = У (1) E oh РЕР 


Р ур 
FG у) 7 Pa Gs y) МИ (a, у) — (ху yg) IP | p=01P A 
onde P; (х, y) é o polinômio de Taylor de € ¿ + hey = yot kt. 
212, ) ylor de ordem 2 de fe x. a 0 E * 
e fem volta de (x, yo); Conclua fórmula dé Taylor com resto de Lagrange para funções de uma variável, temos: 


lim A 


(х,у) Com) HG. y) — (xo, уо 2 (D= 2 (0) + y d g' (0) + x FS 
onde E (x. y) = f'(x, y) = Po (x, y); isto É, o erro E (x y ; JC nem Dr 
)tende a z T 
Y) 7 Gg. Yo) iF, quando (x, y) — (xp, уд). ё а zero mais rapidamente с E Mass 
ТИТ enm 3 É н 
5. Sejam f (x, y) Pa (x, y) e (ху, vo) com ) E E A 
0 о no exercicio 4. Pr a З 
definida em A tal ud daa - ЖҮ Ove que existe E funcáo vx 


272% f (xo. yo) + y М Erre yo) h" nep 
P 


fix. y) = Р(х, y) t pix v) Il (x, y) — (xa v, 2 
А Е жж)! | T-P P 
com r=] Г Рр) оқ oy 
+ E(h, К) 
lim X, y) ty = 
Levi (Xp. Yu ) 9t Я 9 (xo, yo) 0 
б. Seja f (x, y) de classe C ^ no aberto A C IR^ e se E +I 
b pego Ја (Xy, Yo) um ponto de A. Seja i | 1 " dê gr+i FEM 
polinómio de grau no máximo 2. Prove que se са m ja A эз 5 Eih k) = +1)! E Р ) ES 5 Се Уур 
E dui = р = F ү 


lim + Ace pos d (as yk PAE YA = 0 


iis cc E СЕ ЖУП gu n (X. y) interno ao segmento de extremidades (Xp Yo) € (xy + A, yg + К). 


Ч шогыр assim o seguinte 


então P (x, v) éo polinómio de Ta ylor de ordem 2 de fem volta de (x9 Xp): 








Lorem (Бб de Taylor com resto de Lagrange). Seja f (x, y) de classe C" 
епо A C IR^ e sejam (xo. yo) € A e (й, k) + (0, 0) tais que o segmento de extre- 
j 4 (0. Yo) е (xy + A, yg + K) esteja contido em А. Nestas condições 
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Suponhamos f (x, у) de classe C” * ! no aberto A CIR? Sejam (xo. yg) Ep + hyt 













8 (0) = f (x + М, yg + kr) como na seção anterior. Vimos que 4 D+ А, Yo Ek)= f (xg, yo) + y ES y iB o WEE ен (Xo, Yn) h^ РЕР 
қ Р | 3 3 ER r! р=ф dx P gy? Do FÜ. | 
"ye Pau naa E nes + E (А, k) 
8 d (х y) ду (х, yik, : 






E 


КО Күл 1 а +] gn*ly ОЧЕ 8 
| сұ al P Б (х, у) АТТ РАР 





E 2 2 д? "7 
g (у= zT (2) ET (x, y) h^ РЕР = 
р ES ғүн 


2 d?: ЕР 2 A j : | 
= (0) 57 (x, ууй? de n A (x, У)ЛЕ + Ы + (x; ye = m 1 | 
д? L ) 5 | ы m (Х,У) interno ao segmento de extremidades (xo, yo) © (xo + h, Yo + k). 






























10И 
Mesa (x, yt +2 2 o. y)hk 
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Exo será feito com auxílio das curvas de nivel de f 
LIL! 


ri 


I б 


i 


MÁXIMOS E М ÍNIMOS E 


БАҚ 2727, 
т у = 2х 
КИЕ, > 2 + 3 [f (0. 3) = — 3] 





16.1. PONT М Г F. У 1 
NTOS DE MÁXIMO E PONTOS DE MÍNIMO imos, geometricamente, que, à e (0, 3) são, respectivamente, pontos de máximo 
х E D d E E у 2 = /# 
seja f(x, у) uma função a valores reais e seja (x =. Ж | 
24 | аге: 5 е веја (лү yg) € А, iz Е E. É 3 xs ; | ind 
Уа) € ponto de máximo de f em А se, para to i (c y) Ss ^ com A С Do. Dizemos que 4 mínimo de f em A; Д > >) => : o valor máximo e f (0,3) = — 3 éo valor mínimo de 
А. Para comprovar analiticamente que o que dissemos acima está correto, podemos 
FO y) = f (xg, Yo). Eder do seguinte modo: para todo (x, у) em A " 
E : T = () 
Sendo (xo, yg) ponto de máximo de fem A j + i : | | 
is ) ахі ‚ О número f (xs, уп) será denominado маќ i 3 3 \ 
máximo de f em A. neg 3 f(x, n- r2 5]=2 -7-35 do т; хї=0 


Dizemos JE Dé e E E 
р, que (х. yg) E D, é ponto de máximo global ou absoluto de f se, para todo (ху s 
PER 


TEX, y) = f (xo. Yo). 2 i 
= qa 


ЩЕ 
Ја Ру f| —, – |. 

E. Ў y) 43 3 A z d) 

F = () qu 
Diremos, neste caso, que f (xp, ур) 6 o valor máximo de f. өй fO у) —/(0,3) 22x y t3. Зх + 43-х-у) =0 
Finalmente, diremos que (xj, ур) € Рр ponto de máximo local de f se existir uma б СЕ 


aberta В de centro (xp, yp) tal que Р 
Рб, у) = f (xg, уо) атты | Е E Мо y) => РО, 3). 


para todo (x, y) E BN Ру. 
Deixamos а seu cargo definir ponto de mínimo de f em A C D, ponto de mínimo gi 
€ ponto de minimo local. E a 
Os pontos de máximo e de mínimo de uma função f denominam-se extremantes de 5. 


M РГО 3. Seja (x, y) definida em IR? dada por 


| 24 y se x^ + y^ =4 
k sss $ y du 
EXEMPLO 1. (0, 0) é ponto de mínimo global de f(x, y) = x? + y^ ef(0, 0) = 069 Y* aa e gta e ну 24. 
y zx + 3 


minimo de f, pois, f (x. y) = f (0, 0), para todo (x, y) em ІВ“. Г. 
Хе ponta de mínimo local; (3, 0) é ponto de máximo local e todo (хо, уу) pertencente à 


Herencia x^ + y? = 4 é ponto de máximo global de f. Deixamos a seu cargo fazer um 
2 do gráfico de f e verificar as afirmações acima. 


EXEMPLO 2. Seja f(x, y) = 2x — y e seja A o conjunto determinado pelas сопф О 
0, у= 0, x + y = 3 еу = x. Estude f com relação a máximo e mínimo em A- 3 
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16.2. CONDICÓES NECESSÁRIAS PARA QUE UM Ponto Я 
INTERIOR АО DOMÍNIO DE f SEJA UM EXTREM ANa. Eo Ж ШЕ ай 
LOCAL DE f B. | ES " »; [géderivável em 5018 „лал 


dx ; 
1 хо é ponto interior de Ге 


О teorema que enunciaremos e demonstraremos a seguir forn xo É ponto de máximo local de g 


Mun есе-пов um сү 
selecionar, entre os Pontos Interiores de In сиё ir 


Dr, candidatos a extremantes locais de f. E 


аиан 


Ei ! | au E | бх) = 0 
Teorema 1. Seja (ха, yy) um ponto interior de De suponhamos que 2f. E Je 8 (0) 
С: дх de q 
af 


€ — (Xp Yp existam. Nestas condi Des, uma condicáo necessário mas -S 
ду o) і ç ( сезхағіа-рага que (ху, 7 


аў 


— (Xo Yo! = 0, 


- s ә 
seja um extremante local de fé que a (Xo. Yo) = 0 ax 
ax 


af | 

E-m yo) = 0. 
à ay , 
Demonstração Ж 
) ; vt E 
ponto de máximo local de f. Como (хо, Yo) € pon 
5C Dy, B de centro (Xp. Yo), tal que; para todo (x 


; af 
t Cm М T x "ny. * ) E 0. E 
pdo análogo, demonstra-se que ду (Ха, Yo. 


x 


Suponhamos que (xy. ур) seja um 
interior de Dr, existe uma bola aberta 


Спе deste teorema que se (xp. Yo) for interior a Dy, f diferenciável em (Xp. Yo) € Org. Ур) 
em В 20 


nante local de f, então o plano tangente ao gráfico de fem (Xp, Yy f xg. У)) sera pa 
LA * - 
10 plano xy. 
dixo = Ds ул). E | m 
r. 0» Yo ES MUTET PCT te D, 

demos que (xo, yo) é um ponto crítico ou estacionário de f зе (xp, Ур) tor оа y 

: Рао 0) = (0, 0). O teorema anterior nos diz que se fadmite derivadas parciais e 
4 os pontos in teriores de Рр. енїйө 0x pontos СЕЙСЕН de f são, entre os ponios unter 
Tt Dy, os únicos candidatos а extremantes locais de f. 


dm ponto (xp. yg) E A que não é ponto interior de A denomina-se ponto E à 
3 y M T s a ur " S 
à teorema anterior não se aplica a pontos de fronteira de D y; um ponto de Pies = : у 
| ег um extremante local sem que as derivadas parciais se anulem nele. Os ponto: 
fieira devem ser analisados separadamente. 


mA 
ta 


> 7 
ЕМРЕ о 1. Seja f(x у) = x у”. Como Dy é um conjunto aberto (Dy = IR), de 





T 


Por outro lado, existe um intervalo aberto 7, com xp € I, tal que para todo x Є Ela, yo € 


Consideremos a função g dada por ы: E T PM 
dx 
gix) = fix, vy), x € I. 3 
| B 97 s у) = 2х 
ду 


К [ А : ылы; = ara 
КЕЕ que (0.0) é o único candidato a extremante local. Como f (x, y) = f (0, 0) = 0, par 
Jo (x, у) em IR? resulta que (0, 0) é um ponto de mínimo global de f. 


Ы. t s > E ^ P pa ағы фаш ifieul- 
ERMELO 2. O único ponto crítico de f(x, y) = x^ — y” é (0, 0). Ms sre c 
BS que (0. 0) não é extremante local (para uma visualização e eset ic C S 
NES do gráfico de / com os planos yz e xz). O ponto (0, 0) кн pons de sela. 

54 E А ао nn CIN iy 2 so. 

ECO desta função tem o aspecto de uma “sela de cavalo”: tente desenhá-lo 

3 
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аха —3=0 


: і 13:3 F — i Т = | А na 1 
EXEMPLO 3. Seja z = f (x. y), com dominio А = ((x, v) € IR НЕ: | pi Тт) 


y) = x^ y + 3x. О ponto (0, 0) é um ponto de mínimo de fem A pois f(x D > ns 
AN ШІ; 














4 8 3f | T | [—-1.— i emos: 

Como 22 = 2xy + 3, segue que (0, 0) = 3 = 0. Este fato nào contradiz о tegrer сс do sistema são: (1, 11, to оз с ы Mo hemos 

pois ele só se aplica a pontos interiores de Dye (0, 0) nào é ponto interior de D 72 a d 9^ f 

m 9 у (х,у) = бх e Ly) = бу. 
Suponhamos, agora, que o domínio de f seja aberto e que f seja de classe e 3 % | det sd 

mos, ainda, que (xy. v9) € Deseja um ponto de máximo local de f. Consideremos a EX 1 À 

ҚҰЗ tada por TEMOS а my 13 E. af байы ЕН ide candidato a ponto de mínimo local. 
E. RO E A E сыны еы: 
& (х) = f(x. yg). q DM." 

Tendo em vista as hipóteses sobre f, segue que xy é ponto interior do domínio de E * hr a s TE i. 1) = 6 logo, (—1, 1) não é extremante local. O mesmo 
disso, é ponto de máximo local de g; como g é, também, de classe C^ teremos dues d IM 6 € au E Aii a 
sariamente С É ‚ — |}. (Interprete geometricamente.) 


pce cam. O ponto (1. 


Eg (ха) = 0 = р" (ха) = 0 
(observe que se tivéssemos g (ха) > D, xy teria que ser ponto de mínimo local de g. Da 
mesma forma, considerando a função й (у) = f (xp, y), teremos que ter necessariament 





А es {у= —6; logo, (— 1, — 1) é candidato à ponto de má- 
"ni 
AR ONERE пе pne : Ji І b. AE Y у р iy 2 MI . Obser- 
h' (yg) = 0e A" (vg) = 0. а (ху. Yo) um ponto crítico de f(x, y). Sejam g (x) = f(x Yol e 10 а local de 
Ww que se xo não for extremante local de g, então (xp, yg não será ех for 
ЛА: 0 A xev. não for extremante local de à, então (хо, yo) não será extremante 

| ІН mesma forma, se yo пао IOT CAU eiie ; 
: e E т ; ide f. (Verifique.) 


Fica provado assim o seguinte tcorema. 


Teorema 2. Seja f de classe [e seja (хо, yg) um ponto interior do domínio de f. Uma : 1 
condição necessária para que (хо, у) seja ponto de máximo local de Fé que (хо, yo) seja pont... E. 





ene В? AA A 











| ЖЕТІ; әгі. | 227 Ма Selecione os candidatos a extremantes locais, sendo f (x, у) = 
crítico de fe, além disso, — (xy, yg) == Ое —— (xg. ур) = O. (Interprete geom ) Еа NN ДАР? VENE 
dr“ yr ib AM o d: y —2xy + x— у. 2 к – у + ілу хт у. 
E | à E ма, 
— : = OE а-ы 
ША. SONS EA. ies E 
2 2 ; 2 4 4 Аз. bx + vr — Sr — ay, 
ч : Е а а” : ys Box Ey dx + dy. X ) 
Se no teorema acima as condições 1-3 09 yg) = Ое ao yo) = O forem trocadis Е. І n aa 
dx Dy . mni сй раа 


а? f а? ў 


| Е Ea Iw ИСО SUFICIENTE PARA UM PONTO CRÍTICO 
por PU (Xp. Y) = О e — (x, ур) = O teremos uma condição necessária para (ҳр Уф Lio Қыл» UMA CONDICAO SUFICIENTE PARA 
dx? 2 2:3 


| SER EXTREMANTE LOCAL 


ponto de minimo local de f. 


Seja f (x.y) de classe C^. A função H dada por 


¿BA 
EXEMPLO 4. Determine os candidatos a extremantes locais de f(x, у) = x EN de Ж 





























Зу + 4. B. аё f 0-2 Т 
— ALA, у) ERRA (x, у, 
Solução CES É S dx dy 
vet y) 42 f 32 г 
Г ы с ы” П al r zu 
и; : "ccs a: into de f (Dr Nº Em х,у) a Mo | 
Os únicos candidatos a extremantes locais são os pontos críticos, pois o dominio de fiDr З | 9x9) LE: E: | 
é aberto, De M t 7 | 
х 2 Mmna-se hessiano de f. Observe que 
8 2 d 2 К 
Ш ұу de р (х, y) = 3y" = 3 pi Ue = 
E AF - | ğ 2f а“ ў { \ 023 (x. v) 
Lo wn == Ku UN x, ү} =={ x, y! — х “fa ту 
11.44, 3) at um Әу“ | Ox dy Ки 


resulta que os candidatos a extremantes locais são as soluções do sistema 
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O próximo teorema fornece-nos uma condição suficiente 


рага upon id 
extremante local de f. Ponto етін Co 


abe = )douc — —- 














Teorema. Sejam f (x, y) de classe C ec (Хо. Y) um ponto interior. 


de | E 
mos que (Xp. Yp) seja ponto crítico de f. Então TES m 


Eu ii “gl dee 

a) Se — (xn. vn) > De H (xa, ууу} > 0, então (ха, ул) serán MD M. 
;2 0-30 ( Fo) Хо, Y) será ponto de mínimo local g 

22 . c CUM 

" 8 

Yo) = 0, então (x; Yo) será ponto de máximo local def É. 


É )Se H ; 7 | Ху, se) << 0, então (xy, Угу) não será extremante local. Neste Ф & Оң» Yo) 
т q 
ponto de sela. = 
d) Se H (xa, уа) = O, nada se pode afirmar. 








po tema consiste em minimizar 





Fa, Бу = 3 (Lac + с) + ab, onde с = 3p 


Demonstração 


Veja Exemplos 3,4c 5 da Sec. 16.6. m 


Сб б " 
а by == + + ар, 222 Оер 20. 
f (a, b) afe 


B abre Seja f(x, y) = х "E y! — da — 3y + 4.05 pontos críticos de são: (1,1 Dri 
M, (71, De(—1, —1). Temos: 





o lx 0] а?у 
HAYES | e — {x у) = бх. р 
и 0 бу ГЕРІ i а _ h E C xeu 
Então: да ae ab 2 
H (1,1) = 36 > де- > (1,1) = 6 > 0; logo, (1, 1) é ponto de minimo local: Note que ( E : X aí к | А 
|) não é ponto de mínimo global, pois f (—3, 0) < f (Ll, 1). | 6 E 4 ES be +a=0 ab” = 6 
E 1 jt | 





Hi-l--lp-—356 De ГЕН: -D = – 6 < Ü; logo {—1,—1) é ponto de їй к д ор? >а = b. 
local; entretanto, (— 1, — 1) nào ё ponto de máximo global, pois f(4, 0) > С E -1). ОШ, 2 TV 
Lh 8 1 E : = 13 + "е zi 
E I) < Oe H (1, — 1) < 0, segue que (— 1, l)e (1, — D) пао são extremae ims ae Assim, (a, b) = (56, 3/6 |е o único ponto crítico de f- Como H|X6. v )>0е 
de sela. қ ч À 


EXEMPLO 2. Seja fix. y) = 3 Y" + УЫ O único ponto crítico de fé (0, 0) e temos Н(0408 [Г : 
(Y logo, o teorema nào nos aci informacáo sobre este ponto critico. Trabalhando d É 
mente com a função verifica-se sem dificuldade que (0, 0) é ponto de mínimo & x 





q (46,46) >0 


al. Pela natureza do problema, € ra- 


3 p me) resulta це | * 6 А 4, 6 é ponto de minimo loc | 
: à minimizam o Custo 


tel, Seja fía, у) =x” + 2, O único ponto crítico é (0, 0) e H (0,055 7 1. As dimensões que 
= ( não é extremante local de f (x, 0) = x^, resulta que (0, 0) não é extremanté й local E lesperar que esse НГУ de mínimo global. А» E 6) 

4 6 ada cere s 36. I ё ponto 

== ПЕЕ Jecante de justificar que la, 

EXEMPLO 4. Deseja-se construir uma caixa, sem tampa, com a forma de um pi = 46, D = e c = ——. (Uma forma elegante de ) ( 
pedo retángulo e com 1 m? de volume. O material a ser utilizado nas laterais cust E 6 + 6 + 


cus E T | , > () sei: vi inimo de g (P) = 
do que será utilizado no fundo. Determine as dimensões da caixa que minimizá O P ай іліп o е é a seguinte: para cada а > 0, seja Л (a) o valor mini 5 a b 
material. 1 E 
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rilizando a reta encontrada no item а), faça uma previsão para а demanda quando o preço, 


y por unidade, for 10 reals. 
оте as retas reversas res de equações 


ты 
(0,0,2) + A(1.2,0, A € IR 


ab, b => O үстін Tuc x 
| ; verifique, então, que a valor mínimo de h (a) é Я36 YE 
camente este processo.) J1N9, V6 ў Descr н 


Exercicios [8.4 —————————————— 








i: Estude éota Оле é Six] m Rue 6,92 
е com relação a máximos е mínimos locais a função f (x, y) 3 e 
5 2 Fix, y) = : 4 
а) X + day + dy — ox "he 2 1 й q 
- 25452 T AY A Qd 3 : г = 
c)x da + yoo 5 | ES Y + ху — Зх — Ду TN BENE 0.00760.) 0. єн 
> =- > X uh el À жə" | TO : 
e) — Ty + 27у а) Q* Cy + 2ау + dr 2y E epectivamente. Determine P e Q, com P & re Q € s, de modo que a distância de P a Q seja 
ЕРЕН 1 = у А, 3 : F Te: = | 
4192 + 2x “Жат DE USUCRAY — х + ЗУ fa menor possível. d E 
1 Y TE жле hx" + y! 052 — эү? d Duas partículas P, € P4 deslocam-se no espaço com velocidades constantes vy. = (1, 1,00e v5 = 
кї + pu м — - à E ЖЕ Н pem i т А ! : "ац ч, n 
t тху+ у — бх— 5у fexta ub Де: 4 «0. 1, 1), respectivamente. No instante г = Оа P, encontra-se na posição À 1,1,2), Sabe-se que 
VEU a | ] i A trajetória descrita por P., passa pelo ponto (1, 1,0). Qual deverá ser a posição de P» no ims- 
z р = уе PA Y Р E р 5 as А р 3 DA 
; mis + —+ дух > iey Xo E шше = 0 para que à distância minima entre elas seja à Menor possivel? 
bin E as quantidades sáo indicadas por x € y. Tais 


Ke v i : 
^n Determinada empresa produz dois produtos си) 
E arodutos são oferecidos ao mercado consumidor à 


ше dependem de x е y conforme equações: ру = 120 — 2херу 
опреза para produzir € vender quantidades x c y dos produtos é dado por C — x + 2y + 
72215. Admitindo que toda produção da empresa seja absorvida pelo mercado, determine à 
produção que maximiza o lucro. 


y Para produzir determinado produ 


preços unitários p, € p». respectivamente, 
= 200 — y. O custo total da 
Д | 


E Sepa fi E у) = 2 2 E 
Jaf&x y) = ак + by" + exy + dO : 
stantes. Prove am 


se (Xn. vn) fi trem: A + E 
{Xo v) for extremante local de f, então será extremante oloba] 
c ul. 


ы 


1. F PORRI ET ККЕ, A ; 
Estude com relagáo а extremantes globais a lunção f (x, y) = 


to cuja quantidade é represe ntada por z, uma empresa utiliza 


L3 2 
ал + fry + 2y rr + 2 1 
i . єў h) т — р“ 3 _ 
Р £ IF TXT dy 
os) cujas quantidades serão indicadas por x e y. Os ргесов 


Cx 72у — ху — x^ - зу? 413 2 "MEE ыйы du 
Pig КҮЛТЕ q gy s аз ту tay- 2x — 2y И dois fatores de produção (insum | у. Os $ 
м бы Ixy + 2x + 2y [КЕ a =? 41 анов dos fatores de produção são, respectivamente, 2 е 1. O produto será oferecido ao 
y ін Litti Е ; А ш Ты itário igual a 5 und сас empresa é dada 
(5ugestdo. Utilize o Exercício 2.) 2 mercado consumidor a um preço unitário igual 45. А tunção de produç: 3 da empresa é da 
ЕН рог: =:900 — 1% — y + Xx 41v. Determine a produção que maximiza e lucro. 
y localizadas nos pontos (ху. уу}, Go Уә р Уң) 


aqi 


E Considere o sistema de partículas Ру, Рэ... Р | 
ту Seja № = (x, y). Determine N para que o momento de Inércia do sis- 


. Determine à ; 
ponto do plano х + 2y ~ z = 4 que se encontra mais próximo da origem : 

: . ж 

encontrado é o centro de massa do sistema. 


[ ede massas m. Mg... 


=. і do di ү МЕТЫ y GO PELO | айс / © de ni ET hi da þa nea й by). { а ел + 
j He io 4 A URS tri ТЕ " т T 


seja minima. Pois bem, determine e é B para que a soma 


o produto de т; pelo quadrado da 


E (Observação. O momento de inércia de P, em relação a N ё 
N é a soma dos momentos 


*- distância de P; a М; o momento de inércia do sistema em relação а 
ho de inércia, em relação a №, das partículas que compõem о sistema.) 
= 12 cuja soma dos quadrados das distâncias a (0, U, 


f3. Determine о ponto do plano 3x + 2y * z 
уе СІ, 1, 1) seja minima. 


H 
к(а Ву = Уа) — Бр 




















Seja minima. © H BN J ” - j 
: 19 Considere afunção fl, y) 1. x у, De y = O. Determine o plano tangente ао gráfico 
5. Determine, pelo método dos mínimos quadrados, a reta que melhor se ajusta Hes dados: ij: _ de f que forma com os planos coordenados tetraedro de volume minimo. 
ы + ze 1 c Ns ! ГЕ - L E 
à) (1, 35, (2, 7) e (3, 8) by. 1 Ша. E Seja f (x, y, z) de classe C^ e seja (xp. Yp 2) um ponto interior de Dr. Suponham os que (Xo. Xo. 
; ») (9, 1), (1, 3), (2, 3) е (3, 4) К 2) sejáponto crítico de f. Sejam H (x. y, T) € H (x, y. 2) dadas por 
. Determinado produto ; | de ER 
apresenta uma demanda y (em milhares) quand unidade, GS 
à оо prego, por 3 2. -2 42 
x (em R$). Foram observados os seguintes dados: í q ргесо, pa E [Г df a f | 
Ы ы ора s) qj. 
| dx” Әхду dx dz |82 E RARE) 
X Ж | 22 43 A. ИНЕ ыста 
a E д^ 8° ў d^ f E H = axé dx dy 
zm RE EUM EISE ATE р.з ы, 
: ph ldx йу ôy? дуд аР GE 
? | DUI ----- — 
7 94 а? f à? f a^ f] i [as Фү ày? 
g 94 EN 1 dx dz o dy dz üz? 
e 1 


А tabela nos diz que ао prego unitário de 5 reais a demanda foi de 100.000 unidades: ao pies y" Роде ser provado (veja 16.6) que: 
unitário de 6 reais a demanda foi de 98.000 unidades etc a E + 

5 А 5 M a ^ 2 А 

АЙ se (хуу. Ур. тй) => i). H, (xg. Vi zp) > ей (Xi. Vt ду) => 1}, então (Ха, Ұр, Eq) SETA ponto 


a) Determine, pelo método dos mínimos quadrados, a reta que melhor se ajusta aos dal 


observados. А E 
ES de mínimo local. 
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E E ME E ; 2 
E тода bola fechada A de centro (xp, ур) е raio r > О.А = Құ, у) Є IR^ 1 (x, 
A * 


й 


(и) se =—— Gu. Yo. za) — 0, Н, {хуу ул, zn) > Ое ERU TUE ks 3E 5 5 -onjunto compacto, pois é limitado е fechado. 
axe ü „КЇЎ | E [ (Xp. Ns End - 0] e H (Хг Z 20) == 0, então (xo, у d E ур) і = r} c ип cuo 1 р: І 
de máximo local. баны. 3 E 


E 
Estude com relacao a máximos e mínimos locais a funcáo f (x, у, 2) É 
ы ы. s» х. 8 


7 _оп » 
gx + зү” + 2:7 + day 2х -4у- 89-82. 


NOS. M a А 
bx + у + o -3х- Зу Згф 2 
3 E + ^ 2 E 
clix + ley + у Er — 5р — 4? 
^k * ^ Е] тў 
= u^ д. 4-і y AaS 
da 3 Oct Axr Яу — Әл - 6. 


16. 


куы - 2 
seja f, у, 2) de classe C" e seja by. Ур 
ponto crítico de f Prove: 





у) ponto Interior de Dr. Suponha: des | 
| que (хо. уор) 
1 l 
Д? р КЫП 92 4 
al à s Wih Ұр» zn) = {) Lm. = (xr ү - E () кл ЕС. " X т“. Р 1 274 
= т. | ENS: Me Ve Zo C Хр. + u === H 1 : 
ae art ede 3:2 "o 40) Ué uma condição om 
para o ponto critico (хо, уо, 25) ser ponto de mínimo local de f. 


ін conjunto limitado e seu complementar é um conjunto aberto. 
ТІН 


MPLO ОА = {(х,у)Є ІҢ? | ұз 


х? té um conjunto fechado, mas пао limitado, logo, 


ad on 1 
а а] à* f | E he 
[| э? Ха. A Ch y E г. mE lA Yih Zi ==. Е e ES (лүү. Y zo) ді. {1 É uma condição RR n P 06 compacto. 
d za É oz” Шш: 5 7 2 : PE s fech: 
рага о ponto спосо (Xp, yo. za). ser ponto de máximo local de / ; ¡Y MPLO 3.4 = {ix у € IR? |х? + 4у = ljéum conjunto limitado e fechado, logo 


ТА рне E mu S Cep тЫ) 22 _ ] ; | - рон ра б). 
V7. A Fangáo f(x, y, z) = д y^ — i Эх + ly — 2 + B admite extremante local? Por qué? f Ло veja Exercici 
(para demonstração veja Exercici- 


teorema de Weierstrass, que enunciaremos а seguir non ve 
4 | o À, então f assumirá em А valor 


Ja f tx, i б; aberto ; . Suponha que, para todo (ж y) E А, | 1 | 
Y Я = үт ] + I 
fa 12), conta-nos que se f for contínua no compa 





у (x, у) + eS i WEE ud í )43 a f 0 imo e valor minimo. 
3 A, Y мол АСЕТ; Io — ү. y 35 — (x. y) => () p | | 
ex" gy" dx dy A] 


É Teorema (de Weierstrass). Se f(x, y) for contínua no compacto A, então existirão 
Jontos (х, y,) e (хо, уу) em À tais que, para todo (x, y) em A, 


Prove que f nào admite ponto de máximo local. 


ң - Bec. 2 7 М i 
I9. Seja fix, v) — x^ (v^ — e considere, рага cada v = (й, Ку, a função e- (1) — f (hr krHtobserwe 
Зей. ат : 


que g. fornece os valores de f sobre a reta (x, v) = t (A, k)). Verifique que = 0 ponto de 





fx y) = РО y) Sf уз). 


máximo local de cada g- mas que (0, 0) não é ponto de máximo local de f. 


20. Seja f (s, y) uma função que admita derivadas parciais em todo IR? Su ponha qué f'adimita um J teorema de Weierstrass garante-nos que se f for continua em À с А oper OR 
único ponto crítico (xo. yg) e que este ponto crítico seja ponto de máximo local” Pode-se сове да Bina pontos (хі, yj) e (2. уҙ) em A tais que f (xj, y) É o уай” тіліне ы x { 
ыб e Эй o br máximo de f em A. Resta-nos, agora, o problema de determinar tais pontos. upon E 

ESen I E — AAA A S que fadmita derivadas parciais nos pontos interiores de A. Sabemos, então, que pd 

Е BOntos interiores de А os únicos com possibilidades de serem extremantes são 05 p 

licos: a nossa primeira tarefa consiste, então, em determinar os pontos criticos de f is 

dO по interior de A. Em seguida, procuramos determinar 08 valores máximo е Vega E 

fronteira de А. Comparamos, então, os valores que fassume nos pontos críticos ош 

ir máximo de f na fronteira de A: o maior destes valores será o valor máximo de f em А. 


modo análogo, determina-se o valor mínimo, 


16.4. MÁXIMOS E MÍNIMOS SOBRE CONJUNTO COMPACTO 


E 


Nas seções anteriores determinamos condições necessárias e condições suficientes pase 
que um ponto de D seja um extremante local de f. Entretanto, раға muitos problemas a E 
ocorrem na prática é importante determinar os extremantes em um subconjunto А de Dy : а 
teorema de Weierstrass, que é o próximo teorema a ser enunciado, fornece-nos condigoer 3 PUMPLO 1. Determine os extremantes de 
suficientes para a existéncia de tais extremantes.. 3 di | 

Para enunciar o teorema de Weierstrass precisaremos antes definir conjunto SOM E 

Seja A um subconjunto do ІН2; dizemos que A é um conjunto limitado se A estiver eoa 
do em alguma bola aberta de centro na origem. Dizemos, por outro lado, que А é um de 
Junto fechado se o seu complementar ((x, у) Є IR? I (x, y) € А} for um conjunto 83 
Pois bem, dizemos que A é um conjunto compacto se A for fechado e limitadó:^ 2 


+ Т a 
fx y) 2 x) a) — 3x – 3yemA = (( у) Є IR 108 xx 2e ly = 2). 
EM, Д л 


E. | Н F 4 чкъ а ^ -Ji Ex » x Talas aite. 
llo Fé contínua e A compacto, vamos proceder como dissemos anteriorme 
LEY e 
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Pontos críticos de f no interior de А 


д] M. e oH | 9 
A A = Eq E LA DE чү 4 
ax оу 


Ав soluções do sistema 


são: (1, 1), (1, —D), 0—1, De (—1, — 1). Segue que (1, D e (1, —1) são OS únicos pe Ec 
ІЛІІІН 


críticos no interior de А. Temos 
fü, 0) = -4 e f(ü1,-D-9 
Análise dos pontos de fronteira 


E 1 
g)-füi.y-y-3yt-2,—-25yx3, 





fornece-nos os valores que f assume no segmento NP, 


F 2 e 
AS 


zg(—-D=0,2(-D)=4,2(1)=0e2(D=4 


Assim, o valor máximo de f no segmento NP é 4 e o valor mínimo 
atingido nos pontos (2, — 1) e (2, 2) 


РО, 1) = Aef(2, 2) = 4. 


3 б лет mínimo é atingido nos pontos (2, 


é 0. О valor máximo 
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-2)e (2, 1): 


fU ZR ef (2, 1) = 0. 


МО e MN, concluímos que o valor 
(2, —1l)e (2, 2); o valor 












amando de forma análoga sobre os segmentos РО, xin me 

E de f sobre а fronteira é 4 e este valor é atingido nos pn to (1, —2) 

po ee ‚ A é —Aeeste valor é atingido no pote Li, E 
re a fronteira de А é 

TA de f sob 


PE SON ; valores máximo е 
27 Comparando os valores que f assume nos ponte Sip cien aia 125 (2,-1) 
4 A PE 2052 & ч - 

pjusdo. © nita resulta: o valor máximo de f em A € 4 e € atng A 2. 

BE imo de fem A é — 4eé atingido nos pontos (1, 1) e (1, —2). 

E oy o valor min en UH m 

> | ТҮРЕ = Шу ЕНІ ty sli 

PLO 2. Determine os extremantes de f(x, y = yema = (6 3) Є | 

m : 

ПРЕ Ё O ini Mo 

E : ud ínimo. O único por 

: m l máximo e valor minimo, 41 

0 PY e a i REN ка é extremante (verifique). Segue que 

3 interior de À é (D, Ü), e este pot дг MTS ; Vi 5 na 

со по internos : шо de f, em А, sáo atingidos па fronteira de A. Os valores de / n: 

valores máximo Үй 


1 de A são fornecidos pela função 


ы 


| 235-535 
= f = = — sen ? =p 3 
F(rz-f (cos f, sen f) Б sen 21, 0 ¿Y 


эл 


i a 27 . atinge о vi mimo em і = — el = 
inge o valor máximo em? = ег 747 atinge o valor mín 3 

E ys SE [a [s xx — х |до os pontos de máximo de f em А; 
m Segue que Pu m e | 2” > 


E: 3 e E . 2 Jio os pontos de minimo de fem A. O valor máximo dej em 
: 1 | 


Padi E ^ i : são desenhadas algumas curvas 
j ni А, 4 seeyinte, па qual estão de: Б 
L2 „ес valor minimo, — = figura seguinte, па q 


: (icf itric: blema: 
nivel de f. fornece-nos uma visão geométrica do pri 


ls] 








ponto de máximo 


| 
PELLI -) 
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EXEMPLO 3, Determine os extremantes def(x у) = 2x ye 


de E poris de máquina e l horas de mão-de-obra. Espera-se uma demanda de 20 unidades 
Xty&4elr-c yx 6, m А dado Por x q se as d 


| Calcula-se um lucro, por unidade, de R$ 10,00 рага о 
e as quantidades de cada produto que deverão ser fabri- 


Till més do produto [e A^ do produto | 


i El duto Ie R$ 6,00 para o LL. Determin igi 
a Ё | Zoos por més, рага o lucro mensal ser Máximo. 
E ы x 3 "S таг c 
| E | i mira a função f/(x, y) = x^ + 2, com x e y sujeitos as 
n g E re El "E а E ima А: a Р қ "ты Р ws niminmzral а turn ас ў (x. Y) X aF a 1 
| адак em A valor máximo e valor mínimo, pois fé contínua e ео i EL semine (х. y) que maximiza 0 с 
admite ponto crítico, os valores máxim ini NC NUM e Acto. © z E 
P & Máximo e minimo são atingidos na fronteira de A "d restrições: y = I- 2х, 0 = х = A 





2 е AE ач ч 
É pé exemplo de uma função continua num conjunto limitado A C ІН”, mas que não assuma em 


A valor máximo. 


| їе 2r4 y | 
: 3 





= ах" + 2рху + су”. Sejam O (xj, y) € Q Lts, уҙ) 08 


Е ensidere a forma quadrática О (х, y) 2. 3, 1 : 
№. Cons = f(x, y) € IR Ix^ + у” = 1). Prove: 


E valores mínimo e máximo de 0 em л 
E. (1) se. 0 (x). уу) > 0, então Q (х. Y) ^ O para todo (x, у) + 10,0). 

Т Кос, v.) € 0, então О (х, у < 0 para todo (x, y) # (0, О). 
: EE | a еы: ас acao de A, Prove que 
lo. Suponha А um subconjunto fechado do IR е (хо, ур) um ponto de acumulação de А 
E lp yo) E А. limitada em (xp. Yo) 
E. , E “então Гета localmente limitada em (Xp. Y 
0 Prove que se f(x, y) for contínua em (xp, yp) € Da entáo f será localmente rpm 2 
Aui a AR “3 sienifica que existem e e 8 e uma bola aberta É de € 
(f lacalmente limitada em (xp. vp significa q BND) 
(xp o) tais que a < f (x, у) < B para todo (x, y) em p 

+ А 

1 Seja Ry, Ri .... Kyo ... uma sequência de надан em T onde iJ i mis 
2-0 2 = y = b,), tais que Ri D Ra 2.2 En 2 => suponha que dy = Wp fn 
С fé f E. O tenda a zero quando n — + =. Nestas condições, prove que 

omo 7 é uma função afim e a fronteira de A é formada por seem 3 
ша ais teu ыу: © lormada por segmentos de retas (A é 
políg , Iesuita que entre os vértices de A existe pelo menos um ponto de máximo e pelo 
menos um ponto de mínimo. Calculando os valores de f nos vértices encontramos: — 


c Lx, y] = IR- la, = X zz 
(с, Pa) | 





RM REM ПА, П... m (SY) 


onde Y.e y são os únicos reais tais que 


"A 


ЛО. 3) = 5 valor máximo e f (0, 0) = O valor mínimo. T. а EXE ced, = у P, 


Exercicios 16,4 == 





hi para todo n € IM, п #0. 
| | 2 à . E 
12 Seja A um subconjunto fechado e limitado do IR" e seja f: 
limitada em A. { 
; Lr- ES n 5 . Ы + 
(Sugestão. Suponha que { nào seja limitada e construa uma sequeneta E retângulos кш E E 
o seja limi - 42. conclua que ў nào se E 
Exercício 11, tal que / nào seja limitada em À NR, param = 1, 2. ..; conclua que 7 
mente limitada em (X, 7) = Rj N Ra П... о que contras 
, ^" 
; | ; E13 (Teorema de Weierstrass). Seja A СІН”, A compacto, € 86) 
1 А 41 | ч H as y 
е) Р(х, = y' - x^ emA = f(x y] € IR aOx^ + y = 4). o8 Е assume em A valor máximo e valor mínimo. 
> 2 pe А > ; 
Pf. y= х = Ley ЕЕ 2y ет А = ТЕЗ у) E IR* ра Е іу | < 1) 


RI . E ri 


а | ixi ini | ; IR continua. Prove que fé 
| Estude a função dada com relação a máximo e mínimo no conjunto dado. dc 


a) rx, v) = dy -= упо conjunto А de todos (x. y) ілік que x = 0, у = (0, у= х xx әу x4 
e +y = б ты! гь 


Бу f (x, v) = 3х vemA = {(х. у) е IR? Га n v сір 

2 У ; l 
t) у IX y) = "+ 3xv E dx em А = fix, у) Бе IR? E = 0. Y = 0 ex 4 y == i }. 
d) f (x, y) = xyemA = (tix, у) Є IR^ ix 0, y2Üe2r у 4), 


liz a hipótese de / ser continua em (X. 7).) 


a f; А — IR contínua. Prove que j 


ы 


(Sugestão. Veja Apéndice AT.4, volume 1.) 





л 7 
2. Determine (x, y), com x^ + 4y” =1, que maximiza a soma 2x + y. 


A =r > p. 
3. Suponha que T (x, y) = 4 — x^ — y^ represente uma distribuição de temperatura no plano. oes 
А= T x, ye IH" 1x = 0, ухе 2у + х = 4}, Determine o ponto de A de menor temperatura. E 


| T ‚О MÉTODO DOS MULTIPLICADORES DE LAGRANGE PARA 
| DETERMINAÇÃO DE CANDIDATOS А EXTREMANTES 


4. Determine o valor máximo de f(x, y) = x + 5y onde x e y estão sujeitos às restrições: ERES - OC "ON ; | > 

a айкый ез is у= x + 5y onde x e y estão sujeitos ás restriç 3 HB. LOCAIS CONDIC IONADOS 
o к M ; isi d Ee E E ET до sobre conjuntos 
411 ma detet minada empresa está interessada em maximizar о lucro mensal proveniente de n ч) j A Objetivo desta seção ё O estud o de maximos 2 Manitas de uma func do 5 br ] 

de seus produtos, designados Ге П. Para fabricar estes produtos ela utiliza um tipo de B »tipo: 

que tem uma disponibilidade de 200 máquinas-hora por més e um tipo de mão-de-obra Ud . di 


uma disponibilidade de 240 homens-hora por més. Para se produzir uma unidade do prs 
utilizam-se 5 horas de máquina e 10 horas de mão-de-obra, enquanto para o produtos 


E 4 (уе = 0 xy 21g (х, у, 2) = 0) 
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1 4 ù эў - j 1 + 
: de se determinar candidatos a extremantes locais é conhecido ар 
Р, ipli dores de Lagrange; os А que tornem tal sistema compativel denominam-s 
БЕ „риса ао ЕУ | ch TT. 
Um j ; dores de Lagrange para o problema em questão. 
я alic: 


ix у, 2!giv2-O0ehí(x У, 2) = 0р” 











PROBLEMA 1. Seja f(x, y) diferenciável no aberto А e seja B = (х y) & 4] 
onde g é suposta de classe C' em A; suporemos, também, Ve (x, y) * (0 Me 
interessados em determinar uma condição necessária Рага que (xo, yo) E В ЧАШ. „р 
local da f em В.А figura que apresenta mos а seguir, onde estáo dese nhadas a] PUE > І мц = ана para que (Xo. 
nivel de f, ajudar-nos-à a chegar, geometricamente, a tal condicio: | RA К 


к. Jl Ao tal que 


& (x, y) E E ТРЕ е] aberto A е seja B -— (x, y) CA lg (x, v) = 0), 

ES A 1. Seja f (x, y) diferenciável no a | $ 
mo EM c0 pub С! em A, e Vg (x, y) + (0, 0), para todo (x, y) € B. Uma con 
с 7 E L + 


yg) € B seja extremante local de fem B é que exista um 





Vf (xg. Уй) = Ау Vg p. Yo). 








ELM M 


pnstracdo 

E os que (хо. yo) E В seja um ponto de máximo local de fem В; isto significa 
ШИН! "HP z ы : 

viste uma bola aberta V de centro (хо, ур) tal que 


F.i 
TR 





f 1 
| | А 
| = 
(хы, Fo! E (x, yl = () 





m | Гоу) = f Ux. Yo) 
Para efeito de raciocínio, suponhamos Vf (xp, yo) + O e que z cresce no sentido indicado na 

figura (cj c5 E cs € ду). Vamos então pensar geometricamente: se (xo, yo) é um extremante. 
local, é razoável esperar que a curva de nível de f que passa por este ponto seja “tangente”, 
neste ponto, à restrição g (x. y) = O, isto é, os vetores Vf (xo. Yo) e Vg (xg, yg) devem ser 
paralelos e como Vg (xp. уг) + (0, 0) deverá existir um An tal que 


todo (x, y) € RN V (х,у) ВПУ а(х, у) = бОе(х, у) E V. 


( pnsideremos, agora, uma curva y diferenciável num intervalo aberto 7 tal que y (49) = 


$^ ty El, y (t) + 0 g (y (D) = 0, para todo t € /(а existéncia de uma tal оса E 
р pelo teorema das funções implícitas). Da continuidade de y segue que existe à > Ü tal que 


£a = f (x, y) 
a tE Jig- бл = y (0) € BV. 
; V Eia Ру) 
кл O FAD = fer Gg) 
KAV ita todo é € ly — 8, ty + SL: assim, ty é ponto de máximo local de Р (1) = Ку) е como 
* ponto interior a 1, resulta F' (ту) = 0, ou seja, 
к (х,у) = 0 % ; 


Vf Cy (499) + Y Gg) = 0. 
т Outro lado, de g (^y (0) = О em f resulta 


Vg (y Со) y Go) = 0. 


Vf Gp. Yo) = Ap Vg Gg. Yo). 


ч E " а ККЕ) ауға y. sin Е FFH nma 

Gcometricamente, chegamos à seguinte condição necessária: uma condição necessána 

que (xo, yg) € В seja um extremante local de f em В é que (t V) torne compativebos 
V f (x, y) = AVg (x, y) 


Endo em vista que V giy (9) + 0 ‚ segue de (D e (2 que existe Ag tal que 
| 2 (х, у} = 0 


Uf y К) = Ag Vg Cy (tg). a 
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T2 
E 


Entáo, sendo / (x, у) diferenciável no aberto A e B = {(х, vy) € А ier 242 | 1 I3 2 13 HE. 4- 3-3 _ 2413 io os candidatos a extremantes lo- 








suposta de classe Cl em A e Vg(x, y) + (0, 0) em B, os candidatos а e A 5274 4 13 * 13 I^ "JA 
f em В ѕа0 05 (x, y) Є А que tomam compatível o sistema M ша B. 3.43 2 dE 3413 E 413 
E MESA. 24 é compacto е А% 53); e prada 
ko y) =A Vg y) еі | 
E (х, y) =() | гй Ж ru» 
5% 2/13 |. ponto de máximo |- an E p 0 ponto de mínimo de fem B. 
Estabelecemos assim uma condição necessária para um ponto (p, ур) dé q 5 i 


local de fem В. Trabalhando diretamente com а funcáo o aluno deverá d s E 


[+ 
LA 


Ме geometricamente.) 
candidatos encontrados são realmente extremantes locais. 
: i. x 3 
LO 2. Estude, com relação а máximo e minimo, а funcio f(x. v) © y + x coma 


Observação. Se no teorema | acrescentarmos as hipóteses f de classe Cl e y ў | E d 


0), então poderemos afirmar que a curva de nível de f que passa pelo ponto (ra) tag 
neste ponto, a restrição g (x. у) = O. Entretanto, nada podemos afirmar com relacio a ё 
se V f (xy, yg) = (0, 0) (veja Exercicios 1 (f) e 1 (2). E 4 | 5 
і Б xg | ы ay => еве (xy ЄН Igi pe 0}. 
EXEMPLO 1. Determine os extremantes de f (x, y) = 3x + 2y com arestricáo 3^. | | | "T 
E Bie classe C! e Ve (x, y) = (7 302 1) * (0, 0) em B, resulta que os candidatos a 
Solução te s locais são os (x, у) que tornam compatível o sistema 
Seja g (x. y) = х? + y, = 1; одие queremos são os extremantes de fem B = (6 \ 
е (x, y) = 0). Como g é de classe Cle Vg (x, y) = (2x, 2у) + (0, 0) em B, 
JE CN a extremantes locais são os (x, y) que tornam compatível o sistema: 


| Ұр = Ача (2 р) 
(х,у) = 0 


V fix, y) = AV g (x, y) 
| güxy = | ыа 3,1) 


у= х = 0) 


au 


an didato é (0, 0) que não é extremante de fem В, pois f (х, у) > 0paraxc Оеу2 0 
(3, 2) = А (2, 2y) D enis c06y « 0. 
ls + у = |] 


que ё equivalente а 


3 = 2Ах 
2 = 2Ay 
х? + у= 1. 








Como А = 0, das duas primeiras equações resultam 


х= a E у= h, LO 3. Encontre o ponto da curva xy = l, x > Oe y > O que se encontra mais pró- 
2А А LO ige In. 
Substituindo estes valores em x^ + y? = |, vem 
9 | АЗ e A i de se determinar o mínimo de f (x, y) = x + y com a restrição xy = 1 (f. y 
"PM q а аа ыста lido da distância de (x, у) а (0, 0)). 
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Vf о, de AVg (x. y) (2х, 2у) = À (ух A Б Ar 5 2 Iste inimizar А = MN a гё&- 
\ (х, y) = 0 e w-1=0 J d. . ângulo OMN é А = E O problema consiste em mini = 


E. 


O único candidato é (1, 1) e, por inspeção, verifica-se que (1, 1) é pontc à | 


sim, (1, 1) é o ponto da curva xy = 1, x > Oe y > 0 que se encontra 06 | 
origem. nh. | b. с ч 
q a E 2 2 )= {га >) ab 
m P ES. ab” ap? 22 4. 
‚ы я. E E Т ou abi 
gp 
4 

-A itui im ão ob -У2 
primei as equações segue b = 2a. Substituindo na última equação obtemos а = ^o 





2 : l Ч icc ida reta que resolve 0 problema é: 


ys 


i 2 p l-3 
EXEMPLO 4. Determine а reta tangente à curva x^ + жс 1,х>беу 36g зн 


1 


¿MA 2. Seja f(x, у, 2) diferenciável no aberto А C IR^ eseja B = ((x y, 2) € AI 
Ey 2 =:0), onde g é suposta de classe Cl em A e Vg (x. y, z) + (0,0, 0) em B. Qual шпа 

К зана para que (xp. Yo» 20) € В seja extremante local da f em В? Raciocinan- 
atricamente, como no Problema 1, chega-se à condição: а condição necessária para 


zo | Е?В ser extremante local de fem B é que exista A, tal que 
1 | Vf (xg. Yo» 20) = Ap Ve Gg. Yo» 20). 


nos E ara o leitor a prova desta afirmagáo. Deste modo, os candidatos à extremantes 
¿Fem B são os (x, y, 2) € A que tomam compatível o sistema 


com os eixos triángulo de área mínima. 


solução Ц 
? É 3 * 

deja (a, Бу (a > 0 c b > 0) um ponto da elipse x + : = |. A equação da reta апр - 

(a, b) é: A 

| M É > 5 P Vil, у 2) = А Ve (X, у, 2) 

D: 3 Е, 8 (х, Y, z) s ü 

E. : E 2 : 

IPLÓ 5. Determine o ponto do elipsóide x? + 2y^ + 327 = 1 cuja soma das coorde- 

ета má ima. 

p E 4 

Bos maximizar f(x, y, 2) = x + y + z com a restrição х^ Tope. 


“7 o 
туох, у, 2 = Ата (х, у, 2) ‚1,1) = А (2x, 4y, 62) 
вуд = 0 Ж? 2 + 2у2 3-120 
| 2 (x, y. 2) 


H- 





E TX 1 
o E e ser diferente de zero, da 1.º equação tiramos: x = mde A 
do na última equação obtemos: 
E 1 2 3 T 


-ішА-Ж,-. 


— + — +- 
4A? 16A? 36А? 2 


ou 
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К: 


Os candidatos a extremantes são: қ E ro. ado, de y (1) E B para todo + € I segue que 
REM d - 
== es E ; $ gu = Deh 0, 
e a ТАР ТИРЕ ДЕ ex [inr in EE EN. 
Ciz 32033226 24] 7 | 2 Ы ойо é em F; daí 
Da compacidade de В, da continuidade de Ге de f (X) > f (X5) — : e | | ii q 4 Ye (y 10) ° aite: Oe Vh Cy Gg) Y (0) = 0. 
rado ё 7 PUO procgs l 1 


Я > 

: е Y endo em vista que y” (4o) xs Vg Cy Gg 7% V h Су to) + O. resulta que 
em reais A; e Ay tais que 

| Vf (y Gg) = Ay Vg Су Gg) + Аз VÀ Сү (tg). 


ыы Сы үші 


bur urg m 
2 124 4 Y24' 6 V 24 


tur 
и 
a 
d. a 


O próximo teorema fornece-nos uma condição necessária para (хо, Jp 2) serui TA E | cl 
local de f (x. y, 2) com as restrições в (x, y, z} = O e h (x, y, 2) = 0. Para a demonstração dei 3 b m 


teorema vamos precisar do seguinte resultado (cuja prova fica para o leitor); ве] im u | 





| - > > > > на 
c vetores do IR? tais que ul*vstüÜ,u:c-2Üü.v-c-Ü0ew: е = 0 
dm gix, y, z) = 0 
р А — — + E 
reais А) e Аз tais que w= Aju + As v. T 
de »j 
Teorema 2. Seja f(x, y, 2) diferenciável no aberto A C IR? е seja B = (6l y, z) | | Г À . Bn pc Mire 


Alg(xy z) = Оей (х, у, 2) = 0), onde ge h são supostas de classe C^ emen 


= 


EMP LO . Determine os, pontos mais afastados da origem e cujas coordenadas estão 
às rest ições x” + 4у + г шА4ехҒУҒЕ5С 
i 


H Le 
LE з 


=> dal 

у, z) ^ V Ах, у, гу * О em B. Nestas condições, uma condição necessáriapara q 

(Ху, Xp 20) Є В seja extremante local de fem В é que existam reais Ау е A, tais que 
B a P 2 

Vf (tig. Yo» 20) = Ay Ve Gg yg 20) + Az Vh (хр, Yo Zoh ш E fata-se de determinar os pontos que maximizam a função f(x, у, 2) = E ry €i (б 

ES o 2) É o quadrado da distância de (x, у. 2) a (0, 0, 0) com as restrições g (x, y. ©) = 0e 


| Bhie e ya =at ytz- lehin y 22 X + Ay + 2º — 4. Temos: 





Demonsiração 
Suponhamos que (хо, ур, 20) seja ponto de máximo local de fem B, o que significa que — ^ F o - I? F T 
existe uma bola aberta V de centro (xp, yp. 20) tal que, para todo (x, у, z) Є BOM é Mec = 
má 2e o Very yA hand = 11 1 1|% ÜemB 
f (к, у, 2) Ef (хь Yo 20) Oo Е | pz +. 2x By 2 


(como А é aberto, podemos supor V C A). Consideremos uma curva diferencis rel | 


IR, / intervalo aberto, tal que y (ty) = (Xp. Yp zog. Y (0) É De y (1) E B pará tot са 
(a existência de uma tal curva é garantida pelo teorema das funções implícitas) ыш кє 


EE | sles ti tr =d] 

fifique). Estamos indicando por В o conjunto {(х, у, 20x +y * zc lex Жау Tz | 

iserve qué В é compacto. Os candidatos a extremantes locais são 05 (x, v, z) que tornam 
pativ КЕ ¿tema 

+ 


nuidade de y, segue que existe à > ( tal que | 
: Vf (x, y. 2) = AVg (х, y, 2) + и Vh (x, у, z) 
; hi, y, 2) = 0. 
Assim, para todo г E Jip б, ty + ôl tem-se | РА 
| ! 722 Тох А+ 2 2 À 
FAM s fer (M T a ei RR 2y (1 8р) = À E 
i cos : . id = А + 2ur = О = реА 
Logo, ty é ponto de máximo local de F (1) = f (y (0) e daí (6) = 0, ou seja, | A | ү xta +2=] E 
M V f Cy Gg) * (to) = 0. : Кіл тауа 2-4 exar 2-4 
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De (D e ( segue E zo 
"Valor máximo e o valor mínimo da função f (x, y. z) = x + 2y + ¿coma restrição xb 


2 = 4. 
ne o ponto do plano х + 2y — 3z = 4 mais próximo da origem. 








































2x (1 — р) = 22 (1 — ш). 
Para ц + 1, x = z. Substituindo em De © 


2x + у = | 5 s 
узі- i imine o ponto da reta 
э? o E E 
| + 4у* = 4 с Ш 22 2. И хЕ 2у + т = 1 
l Ar ke е detyt z= 
X bui] ecd = 2 6907 – к= 0 x = Qon zi | ЕЕ н ре zo 


iximize X, Айы анына e =4ех+у+г= 1. 
e fx. у 


E os pontos da elipse x “Елу y = 3 (de centro na origem) mais próximos e os mais 
dos da origem. Desenhe a elipse. 


2, En Г i e o ponto da curva х2 ~ 2xv + y — 2x — 2y + 1 = O mais próximo da origem. 
| Cor ге os pontos da curva x^ — бху — ту? + 80 = 0 mais próximos da origem. Desenhe а 


p 


Temos, entào os candidatos: (0, 1,0) e ( 8 RAT 8) 
(0, 1, =, Рага и = [ це е 
9 9'9 к emos А = 


(2) que y = 0; substituindo em (4) e (5) 


re 


е mine o ponto da superficie хуг = 1, x = Ое y > Ü que se encontra mars próximo da origem. 


XY *ü-x -4ez5-m-i-944-1k47- É 
x le-se determinar três números positivos cuja soma seja 36 c cujo produto seja máximo. 























| 2 q - 
Segue que (=. 0, дш TJ. t eid 0 1+ sio Шо E ermine, entre os triángulos de mesmo perímetro, o de área máxima, 
2 2 А k > П E o ES un x ЕЕ = ! == — р Es Ё аге d trià 1 
mantes. Como fé contínua e B compacto, basta со TE Fen prid ide qe Rien CN GU E 
trados: poto 08: mparar os valores de fnos póntos. função dos lados а, b e c, onde p é o semiperimetro.) 
R! ET М1 
+ E 3 
E г. 
f, 1,0) = mE m 8). 171 pig que £) ё o valor máximo de хуг, x = О. y = 0e z = (0, com a restrição x + уг = 
9 9 9 £72 > Gia. Conclua que a média geométrica de trés nümeros positivos é sempre menor ou igual 
E алай 2. ЫН ын 3 E wo! 3 у RD 
go S 7 == E EE 0, > EE Я ; E 15. I E , entre os paralelcpipedos-retângulos de mesmo volume, o de área máxima. 
E E 9. Deseja-se construir uma caixa, sem tampa, com 1 m” de volume e com a forma de um parale- 
v E e codes pum = э E] 3 pi o-retángulo. O material a ser utilizado na confecção do fundo custa o dobro do que será 
Conclusdo. (55 0, 7 е то 0, l eu | são os pontos mais afastadi ne stili ик do nas laterais. Determinar as dimensóes da caixa que minimiza o custo do material. 
da origem. Por outro lado, (0, 1, 0) é o mais próximo da ori gem. M F XE eseja-se UE ишп жылы de com área total 100 cm”. Determine as dimen- 
Exercicios 16.5 ete nine o paralelepipedo-retángulo de volume máximo, com arestas paralelas aos eixos, 
: iscrito no elipsóide 
1. Estude com relacáo a máximos e mínimos а função dada com as restrições dadas, 4 q ы. id 
DS у) = Зу + yea + 2у = 222. | E E 
ta y) = xa + C +у= | d) f(x, y) = x + Дуг е ху = 1,98 k а 9 16 
52 т == х2 + 4у = 8 Af y = + BE + xs dini in ; Determi ne o paralelepípedo retângulo de volume máximo, com três de suas faces nos pla- 
DI 2o + y" exi yx] А) f (x, (ж! = 3 coordenados, contido no tetraedro ((x, у, z) € IR lx + 2y + 3z = 12,x 2 0, у= 0е 
MG»- x xy opem Зе» 8. ЙЛ, у) = 2 о EO). 
2. Determine a curva de nivel de f(x, у) = x^ + 16y? que seja tangente à curva xy = 1, x3 MAS 3 te mperatura T em qualquer ponto (x, y о adii 100 x^yz. Determine a 


0. Qual o ponto de tangéncia? pe temperatura máxima sobre a esfera à? + y^ + 22 = 4, Qual a temperatura mínima? 
3. Determine o ponto da reta ж + 2y = 1 cujo produto das coordenadas seja máximo, 4 " Rc | 
4. Determine o ponto da Jud e =P mis próximo de (14, 1). etermir o plano tangente à superfície — 4.5 1x 77 0, у > Oe z 2 0, que forma 
5. Determine o ponto do elipsóide PE 4у? += | que maximiza a soma x + dr : ow n os planos coordenados tetraedro de ы А AES 


6. Determine a superfície de nível da função f(x, у, z) = =P 4 y? +27 que seja tangen 3 12.1 temi P na elipse x^ + 2y* = fa nes 4 de modo que a distância de Pa О 
x + 2у + Зг = 4. Qual o ponto de tangéncia? | ] р саны 


2 
у? 1 
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26. Considere a forma quadrática O (x, ) = ac + 2bxy + су? coca 


taneamente nulas. Seja y (x, у) = + y — 1. Suponha que (х0, Mo» Ag) seja ag 
|4. У) = А Уз lx, у) 
ғр y = 1. 

















Prove que O (x, yg) = Ар. 


¡Sugesióo, Como Q é homogénea de grau 2, utilize a relação de Euler. Veja D 
Sec 12.1.) E 
й 


ДУЛ Ей de 
27 Sekun Q ix. үре g lx, у} como no exercício anterior. Suponha que os multipl pli 
grange associados ao problema 





VQ ta, у) = A Vg (x. y} 


к y =} ue) resulta que 
sejam esiritamente positivos. Prove que Q (x, у} > 0, para todo (x, y) * (0, 9. - Eo 


2 
Lo Yo) д2 + аА É ы »p) к =0 


LAM ха) hk е 


(ngesro, Utilize o Exercicio 26. 


ох dy 27 


28. Prove que os multiplicadores de Lagrange associados ao problema do exercício ап E 
P (А, E), é uma condição necessária para (xp, vo) ser ponto de mínimo local de f. 


raizes da equação 
= А hb 


b EA zn 


са о. Note que g; fornece os valores que f assume sobre o trecho da reta (x, у} = 
) À @ k) contido em D,. 








2s. Sejam ( (x. y) e g (x, y) como no Exercício 26. Sejam Ау € Ал, Ay E Ay, às 


x. 


п — А b 


5 с 2. Considere а forma quadrática 
Pow a 


= 0. 








O ih, К) = ав + 2bhk + ck" 
Prove que Ay € Às йо, respectivamente, os valores mínimo e máximo de 025 әзге 


tência x^ + yt = |. b € c são constantes. Suponha a + 0, Verifique que 


. Tiap 


16.6. EXEMPLOS COMPLEMENTARES p 2201 %% E3 q 
| E E. O (4h) = afa ) + E 


МІ: 
EXEMPLO 1. Seja f(x, y) de classe C^ num aberto A do IR. Suponha que (xp, Yo) É 
um ponto crítico de f. Prove que uma condição necessária para (хо, уо) ser um p o | 
nimo local de Fé que 


dif d EN 
a Uo 50) й + PETS 


para todo (A. 83. 





b 


азу 3 M E 
Vn) Ak + —=> (tn: )k =D. 4 "3 
жиш тып Е. арк + аё = a 1 +22 +) 
: a 


M. = | + — = hk + 5 k? — E E? 4 — e c 
É a a ü 


2 cd 
[et ese] 
@ q 


Solução 
а d 2; 
Seja v = (л, k) (0, 0) e consideremos a função 


8.) = FO + АК, yg + KI). 


Suponhamos que (xy, ур) seja ponto de mínimo local de f; então t = O será ponto E 
local de g- e, portanto, deveremos ter necessariamente g7 (0) = 0. Como ; 


p 





ине MT 
gO = S og у) а 2 EL yg) M O (ho = a(h+ tk) кР 


Әс ov 





2 тәй 
оо) 4 
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EXEMPLO 3. Considere a forma quadrática 
O (h, k) = ah? + 2bhk + eke. 
Prove: 


a 


(ij sea e|, 





(11) se 





Solução 


Pelo Exemplo 2, sendo a + 0, 


a 


FK b 2 
O (h, k) = aee 2] + 
a 


(1) imediata. 


(п) se a = 0, teremos necessariamente ф + O, neste caso, existe o tal que О Y Y 
11 


— l} terão sinais contrários. (Verifique.) Sea € 0, О (Е, Meg (2, = ) 
a 





" 
iid буа o[5.- Ц- P | 
a a | 

















|> 0, entáo Q (л, K) > 0, para todo (Л, Ку = (0,0), , 5 


b | : r 
н de 0, então existem (A, kj) e (һу, Ку) tais que Q (A, kj) « бе. Jij 
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x 



















99 
т. 
AL 
Li 

1 


Qu 


3 3 (ii) 


ef 
dx Әу 


z4 —› 
y = (р) е vz =(„Ё,) 


4 Ў (xg. Yo) b = 


ыды 





2 П 
(xp. ур) ёс = Sr (хо. Уо sistem 


Б s 5 00) 20. 
19 8- (pO e (0) 
_0 é ponto de máximo local de 8; (1) e ponto de mínimo local de 8; (г). Logo, (xp, 


4 é extremante local de f. 


teráo sinat 
OB 


EL 





(х„+ й, у + КЁ) 


DT - 
Eh 


T " ; ' sela de f se em 
х ON to crítico de f. Dizemos que (xp. yg) é ponto de 5 
a Cio» Yo) Є Drum pon J уә) comf У) < f (xo. Yo) 


da aberta de centro (Xp. yo) existirem pontos (xi i Ур) © (X5. 








EXEMPLO 4. Seja f (x, у EAN B > f (xg. уу). | | 

crítico de f 2 ара ыи o ж 3 n f(x, y) doces C? num aberto A de ІҢ? е seja (ҳо, Yo) € А um ponto е 

E | EE -mplo 4 que se H (ху, yo) < 0. então (хо. Yo) será ponto de sela de /(уегіпдие). 

д°] ы xf ^ MPLO 5. Sejam f (x, у) de classe C? e (x. o) um ponto interior de Ру. Suponha que 

Qe Corvo) Y» o dO. seja ponto crítico de f. Prove: 
H (хо уо) = : < 0 B. 
i a ч. E. " 
Es 3 (хо, Уо) A (хо. Yo) EE Qu 9g) > бе H (xp yo) > 0. então (xy. yg) será ponto de mínimo local de f. 
então (tp, vg) não é extremante local de f. ^ k 
бшу ус) < 0 € H (xp у) > 0, então (xp. уо) será ponto de máximo local de. 
Solução E 
s 3 
--% A—Á— | inui das funções 
g" (ту = f(xg t Ar yo t AD OY = (А, &Y. ^i 8 e da continuidade с 
; 2 
Pela regra da cadeia, H д f (к def (x, y) 
0 é І | x 2f к yeHG у) = 2 ue 
пол Т 3 дү аў 23 e —Uyenve-pbger "d 
"(0)- Xp, JO) A +2 ‚ yn) ВЕ + — (хо, yo) 8 2 y 
87 (0) = 5 (хо, уо) жо (0 Yo) 22 (хо, Yo ox жы 7 (а, у) 
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segu, pelo teorema da conservação do sinal, que existe uma bola aberta В 
yo) (podemos supor B С Dy, pois (xy, yo) é ponto interior de Dj) tal que, Hip. 


* > 


к 
F- 


2 
ун ЕИ у) > 0. 


ЕНГІ. 





Pela fórmula de Taylor, com ian de Lagrange (veja teorema de 15.4), para todo li 


(xg + A yg + А) € B, existe Tee 35 interno ao segmento de extremidades (xo, yo e! et 


yo + k) tal que EE ; 


fg + h yot E) — Р dg) = Der (х,у 





еліме е de que РА (xp. ур) = 0 = E (xg. Yo). pots (xp. ур) é ponto crítico de 








Como (XY, Y) € B, Dd 
aM TC NE o AS 
atf ЛЕ a ) ха? 
Si B 0 еН{(х,у)=| O > 0; 
E 2 9) | TH 
dra + ам 


tendo em vista о Exemplo 3, para todo (A, k} # (0, 0), com (x + A ур + Ё) € B. 


ош seja, 


1%, y) > fix. уа! 


para todo (x, у) em B, com (x, y) É (хр, Ур). Portanto (хо, ур) é ponto de mínimo 190% 
b) Fica a seu cargo. [Basta verificar que (ху, ур) é ponto de mínimo local de g А 


--Ах, У}. 


EXEMPLO 6. Sejam a, B, y, 8, ee p números reais dados. Considere a forma фиайн 


Q (r. s, D = ar^ + Bs? + yr + 28rs + 2ert + 2st. 












T 


Оу t h, yo + k) — fO yo) > 0, d 


4 = Ü, verifique que 


^. f 


= arrestos 


as 


p EA ER 








rs + — ri + —— st 
ex ce а 


Dr rd a 


26 


or 

že- - 2 e Te 

Е КЕТ 52+ 5,12 + вв т + 
а? а (x 


2 
ЖЕ ы NE 29 av Peu КЕ 


| | pas (езеді, 


malr+tss +! 
а а 



































9|» o, 
а 6 € 
E ó В „бе ы É 2 
a 
É 5 
a d E E 
- ê B 5 8 y 
Fl а 5 б 
HU. В 
а 6 5 € 
= а B к + Fo j 
i>. Er EX à 
ó В 


а? a ua a a 


EZ = а ЖЕСЕ ja y 2(ор — eð) 
gr? 


a? 








INIM . 


КЕС. шы MI лан 





























O (s. 1) 
т € 
ЕЕ: Фімі- 
а 6 
ô B 
ESL la el ES 
pex eam “ЕЗ 
É B É B » 
ы a óllo € -|è e|? 
8 В E ү б с ¡2 
а 8 
б B 








) 
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ш al Apêndice 
a А ЖЕ 4-а) p е (егіле) 4 l 
oba egyi FUNÇÕES DE UMA VARIÁVEL 
guns ы) D pea s + : ; І 2% : AL A VALORES COMPLEXOS 


EXEMPLO 7. Considere a forma quadrática 
Q (r. s, f) ar^ + Bs + ү  28rs + 2ert + 29st, | i 
Verifique: E ES , Н Ж, 





e 8 € pe 
à M. 
а)5е|8 B el>0, E |> a => 0, então FUNÇÕES DE UMA VARIÁVEL REAL A VALORES 
е COMPLEXOS 
NX. 
О Cr. s, t) > 0, para todo (г, s, 1) * (0, 0, 0). E | үз 
Uma função de uma variável real a valores complexos é uma função cujo domínio é um 
а Ê € ж-з " junto de IR e cujo contradomínio é С. 
Ь)5е |68 В ejes [> 0e a « 0 enti Е: 
gp В LEN [РЇ D 1. Considere a função f dada por f(r) = Ü + icOs f. 
ҰН! 
Q (л s, г) < 0, para todo (ғ, s, 1) = (0, 0, 0). Qua! о domínio? 
с) бе Ё 2 < De a 0, então existem (rj, 51,1) € (ғә, so, fy) tais que Qr sp ү} ч E A e f (0) ef (=) 
T. y 2 


О (ra, 57, 15) > 0. A 
Solução EU 


a) e b) sáo consegüéncias imediatas do Exemplo 6. 2 001 D pio de fé IR. 





Ó 4 
Б Қ 6 к. 
c)Q (1,0, 0) = «e Q[2. =, 9J- 9 Passim Q 1,0, e Q(7. -10) m 
a o а 7 3 
contrários. [Sugerimos ao leitor determinar outras situações que levam à existenci ^ | 
51, 11) € (гу, $7, ty) com Q (гү, 51,11) < 0 e Q (>, 55. 15) > 0.) ы 


Ға? d 
ii ra 


Deixamos a cargo do leitor a demonstração do resultado que aparece no Exercici 
Seç. 16.3. 18 


(Sugestão. Proceda como no Exemplo 5.) 


її D 2. Seja f dada por f (1) = cos 1 + i sen г. Desenhe a imagem de f. 


ada t, f (t) identifica-se com o ponto (cos f, sen 1). A imagem de fé a circunferência de 
© na origem e raio 1: 


E 
D 


TL 
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P O 3. Seja f (1) = cos t + 1 sen f. 
(cos f, sen Г} E 


ile f' (0). 
ifique que f" (1) = if (0. 


Epio senai o —sen t + i cos £ 
)e {зеп + сох = i(cost + iseni) = if (n). 


F. 
i 
p 
т 
A: 
П 


Seja f: А — С, A C IR, uma função de uma variável real a valores complexas 
existem, с são únicas, duas funções fj (D е} (0), definidas em A e a valores resis " 
ft) = f, (0) + if» (0, para todo 1 E A. Pois bem, diremos que fé contínua em t, € 
somente se f, e f; forem contínuas em iy. Diremos, ainda, que fé derivávei em ie 
mente se f, e f; forem deriváveis em ry. Sendo f derivável em to. definimos а defi 


em ín por 


I > D 4. Seja u (1) = ен (cos Br + г sen Br) onde c e |3 são constantes reais. Seja À = 
B. Verifique que 


fg) — fi tg) t if (y). 


Seja f: A — С, A С IR; dizemos que F: A — C é uma primitiva de fse F' (1) = FE LE ое“ [cos Br + i sen Br] + е [— B sen Br + i cos Br] 


dt в | 
= ое" [cos Bt + i sen Bt] + Bie™ [cos Bt + i sen Bl] 


todo t E A. A notação | J U)dt será usada para indicar a família das primitivas d F 
= (a + iB) e" [cos Br + i sen Br]. 


E 


Teorema. Seja f: I— C, onde Ié um intervalo em IR. Se ў” (г) = 0, para todos ОЛА 
f, então existe uma constante complexa k tal que f (1) = k, para todo tem I. ^.^ E dt 


Demonstração jam fe g duas funções a valores complexos, definidas e deriváveis num intervalo I. Prove que, 


жіс tem Ff. tem-se: 
iuro Pi Р (1) ]' =f (1) + 8' (1). 

+ p "(D ]' = kf' ір, onde k é uma constante complexa. 
ic RN k b. OLOT =f (gto foa (0. 


3 dO [- LOBO OO азе 1. com g() +0 
ой Ы eu) Lg i9] 





Seja f (0) = f (8) + 15 (1). Segue da hipótese que Д' (1) = De fj' (1) = Oem E asi 
existem constantes reais É | © Ka tais que, para todo 1 € F, | A 


Portanto, para tado 1 € 1, 
РО) = ку + ik. п 


Como conseqüéncia deste teorema resulta que se f:1>Ceg:1>C,1 intervalo, їбге т 
que f" (1) = g' (t) em 1, então existirá uma constante complexa & tal que, para todo гей 


ИГ 
14 


D “ЕТ CAO DE p COM А COMPLEXO 
5 um número real; já vimos que u (f) = e & a única função definida em IR e que é 
(= (+ К. 0 d о problema. 
De tato, pela hipótese, para todo t em 1, 

lg (0 — fin” = 0 
e, pelo teorema acima, existe uma constante 4 tal que, para todo / em 1, 


еп) — fé) = К. 


T: 
EA Ra] 


ponhamos agora, А = а + iB, onde ае B são constantes reais. Vamos mostrar a seguir que 
É и (1) = е" (cos Bt + i sen Br) 
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= e” + P Observe quelz! = “e que B é um argumento de z: 





(D la ik 
u(0 = 1. 


De fato, и (0) = 1. Pelo Exemplo 4 da seção anterior, = = Au. Deste modoa I E 










eU (cos Br + i sen Br) é a solução de (1). Como | u (7) | = e? ‚ segue que w () £ 
Suponhamos, agora, que v = v (r), t € ІН, seja, também, solução de (1), isto é 


ef cos B 


UO = Ау(1), para todo ғ, е «já А uma constante complexa. Do que vimos anteriormente resulta: 


v(0) = 1 


Let)" = Ae", para todo f real. 
Vamos mostrar que v (1) = и (1) em IR. Temos: 


J próximo exemplo mostra-nos que a propriedade 


El vit utr уйун (у AO u(t) - AVE) ий) _ 
uit) [utt]? Шшаур 


Assim, existe uma constante complexa k tal que, para todo гет IR, 


EES TE ET 


ida кз С. 
Т) 
utt) 


= К. М PLO 1. Sejam À, e Аз complexos dados. Mostre que 


А, + А, = Ai = А, 
Сото v (0) = м (0) = 1, resulta k = 1. Portanto, 2252 


v(r) = u (rn em ІН. 


Fica provado que u (1) — = e?! (cos Bt + i sen B f) é a única função de IR em C satisfa endo E e & + ^Y! é à única função de IR em С que satisfaz o problema 


Nada mais natural do que a seguinte definição. 
(a = {Ау + А>) а 
di 


Definição. Seja А = a + iB, com ае B reais. Definimos м(0) = I. 


+ ү E F F. 
gt HIB е9 (сок Br+ i sen Br) (relação de Eulet) . ; utro lado, v (1) = e^! e^, 1 E IR, também satisfaz (2) (verifique). Portanto, para todo 


para todo г real. 
el^ thW = ғ“ eM 


Fazendo t = 1 na definição acima resulta: A 
Articular, para г = 1, 


e? * IB = (cos B + i sen B) É Ey: eS t = ей еді. 
E MPLO 2. Verifique que, para todo г real, 


еа = 0 


ей + g ^ Я ей pe e 
созт c c ee dE XA Pom o eem 
2 2i 


PO ҰҚ unido de Cálculo — VoL H. 





Solução 
(Т) HO А 
nut = cos f + i sen А. 
е —cos(—n t i sen (—г) 
ош seja, 
O e " = cost — isent. 


Somando membro a membro (1) e (2) resulta 


ей + е її 
сок = ——— 


subtraindo membro a membro (D e (2) resulta 


Ho. e t 


2i 


sen = 


Sendo А + 0 uma constante complexa, de (e)! = де segue 





EXEMPLO 3, Calcule: 
a) Ге di b) IB COS ! dit. 


Solução 


a) Ге dt = À git +k, 
i 


E 


а ne 
= — + +k. 
2 Lu =" К 


i" = 
b) fe corras fer | al ше + ell) ar = 








Ou seja, 


p —it 
+= | k. 








fe УИ: 
Л 1+; П: 


iE. ; -і З 
Сото e" = cost + isen!ce " = cos t — isen r, resulta: 









тй Ё 
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 cost-isen ( , cos ! — i sent = cos f + sen t (verifique). 
» 1-і [== 
LO 4. Mostre que 


Ecos 38 = cos? 8 — 3 cos 6 sen” Be sen 30 = 3 cos? Өзеп Ө — sen" A 


el" = cos 8 + i sen B. 


\ o lado, 


(ci^? = зк лш =p 
e? = (cos 6 + i sen ТЫ 
е?ї# = cos 30 + i sen 38. 
(cos O + i sen йү! = cos 38 + i sen 36. 


| | 3 
Cos Ө + i sen Ө? = cos? Ø + 3 cos” 8 (i sen B) + 3 cos 0 (i sen 8) + (sen Gy, 


(cos 0 + isen 0) = cos” 8 — 3 cos б sen? 0 + ¿[3 cos” Aisen 8 — кеп” 0]. De @ e @ 


cos 30 = cos! 8 — 3 cos 0 sen” ü 


2. sen 38 = 3 cos? O sen O — sen” B. 


j | А 
EMPLO 5. Scjam z = e” * P, com0 < 8 < jt B um real com 0 < 8 = pue 


te geometricamente z e ze”. 


i A 
xr 
F 

i 
L 
! 


К. 
d 
г 
КЕР; E. 
3 OL 


i 
; Er E. 3% І т : o dl 22. QU TEE BD 
Ге жая те | Жен өнсін |y Lets ні 3 tra fixar o raciocínio, vamos supor — < 8 + В < т. Sejaz, = ze' . Temos: 31 = е i 
E " 
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4 n a um número complexo dado ef: 1 — (C uma função contínua dada, onde / é um 
alo P» IR. Бане а equação diferencial linear, de 1? ordem, com coeficiente 


E dx + ax = Pt). 
К dt 





ma do exatamente como na Sec. 5.1 obtemos a solução geral 
, 
Я х= е "re" [ero dt (k € C). 


er. 


Os módulos de z e с são iguais a e". O vetor Oz, é obtido de Oz por 3 

ano, no sentido anti-horário. à кН бсш. E к fique ) 

EXEMPLO 6. Sejam z | © 22 dois números complexos com argumentos B, e Ba, respe Е: 3 т PLO 7. Resolva as equações: 

mente. Seja z = 2, ` 29. а ай 

а) Verifique quel zl = Ez; | 75. * -iu-ü b) T + ¡x= Кү e" (Кү constante) 
b) Mostre que Ву + В, é um argumento де z. 


„мй 


Solução q lucác 
Jela fórmula acima, 


u =ke" (КЄ С). 


5, 4 m" 





z = |z сов + ¿sen Вр) 22= |22 (сов 82+ isen 82) 


Como e'Ĥ = cos Ву + isen B, е еї: = cos В» + i sen Bo, resulta: 4 
i ; х= "+4 LA ЕС). 
ata e z;71zl e, E 2i 
Portanto, 4 X EMPLO 8. Mostre que 


m - il 
z = 12111251 el +В.) x = Ae" + Be ^ (А. Be C) 


T Y 2 
OU Sc]a. à solução geral de er + х = 0. 
E ! 
z= lz; ll гу! [сов (Bj + B3) + ésen (B, + Bo). m E, 
Portanto, | i 
"ni ах + x = O é equivalente а 
ajizi= iz ilz] b) В + В, é um argumento dez. — — а? | 


ed Hon dm n 1... 


= 
di | dt 





dx 
Fazendo n = Ea + ix obtemos 


du 


T — fu == 
cuja solução geral é u = kie". Assim, 
dx, H 
de + іх = уе 
cuja solução geral é: 


TE o 
х = е иа kkh € ©). 


Ё 
Fazendo А = T e B = k obtemos: 
l 


x = Ae" + Be" (A,B ЄС). 








E 2 з m 
at] i | = 0 eritque, 
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b 7 As, а solução geral de (Т) será 
x = A e^t + Bet! (А1. B, ЕС) 


ё ге = As, a solução geral de (Т) será 

E х= A, eM + В, t e^! (А |. B, El). 
5 

E! PLO. Resolva a equação x + 2x + 2x = 0. 


E А2 + ЗА +2 = 0А -1 +i -li 


М. pA dtp deem 


x=e [Ауе + Be "NA, Bj € C). 

-mbrando que ей = cost isentee " — cost — i sen г, resulta 

х-е “A+ Bi) сов! + (GÀ — iB) sen t]. 
——— NR A 


уй А В 


[Observe que i e — sáo as raízes da equacáo característica da equação dada.] Fazendo 3 ve b 
+ un seja, 


= - H x - қ 
solução acima, e" = cost + ізепісе " = cost — i sen t obtemos: 


X = A(cos t t i sen) + b(cost — isent) = (A + B) cos t + (Ai — Bi) sent, 


AJ 
ou seja, 


X =A cos t + В, sen г (4,1, B, E ©). 


A.3. EQUACOES DIFERENCIAIS LINEARES, HOMOGÉNEAS, DE 4 
2." ORDEM, COM COEFICIENTES CONSTANTES ; 


Consideremos a equação 


4? х dx 
O no Hv а 


onde , € das são números complexos dados. Sejam Ay e As (А p А; E C) as raízes da equa- 4 
ção característica de (1). Procedendo exatamente como na demonstração do teorema da Seç- j 


5.2, obtemos os seguintes resultados: 










РА 


х= е [А соѕг + Bsent] (A, ВЕ С). 





M E 4 : E 2 x 
bservacio: Se a, e a; forem reais e se as raízes da equação A^ + ajA + a» = 0 forem 
omplexas, então tais raízes serão números complexos conjugados: А-а 51. Ахыт, а 


u ào geral de 


] i 


E dx. dx 
[s —— + y — + ах = 0) 


dt? di 


n. Te Иссто ти 
É. х= e? [Aj is Bye "Pn DH c C). 


On - elP! = cos Br + i sen Bree "P = cos - i sen Bt resulta: 
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x = е (А| + Bj) cos Br + (iA, — iB,) sen Br] 3 A — Ах = AgM + Bed! se A 7 А 


Бі be ys а seu cargo concluir que а solução geral de (1) será: 


тї : 
х= е [А cos B + B sen A, B cU A "ERAT 
1 B Вг1( ) : T Ach + Већ! + Cedo se A; É Àj; arai FJ, 


A.4. EQUACOES DIFERENCIAIS LINEARES, DE 3.* ORDEM, с ) 
COEFICIENTES CONSTANTES Ne 


"al 
а 


x= Ae мем + Cet! se Ау = А É Аз, 
Consideremos, inicialmente, a equação homogénea 


dix dix dx 
(D — + ар —5- +a— + азх = 0) 3 
Шо c ES A 
onde E são constantes dadas. Sejam А), As € Ay as raízes da equação caracterís i 
A + аА“ + aÃ + аң = 0, Temos: E, 


x = AcM + Већ! + Ст е^! зе A] = А = Аз. 


de 3º ordem, náo-homogéneas, com coeficientes constantes, sao 
stender os resultados até 


de ordem n > 3, 


As equações lineares | 
adas do mesmo modo que as de 2.* ordem. Fica a seu cargo е 
ti obtidos para equações lineares, com coeficientes constantes, 


Aj + А) Аз =a 
ДАз + AjÃa + АзАз = а» (relações de Girard). 
АүАлАз = —аз 


Substituindo em (2) obtemos: 


dx del dx * 
DS чал (Aj + Аз + Aa) ue + (АүА» s ЛуАЗ ы АзАз) dr cx Aq À3À gx = 0 14 2 


que é equivalente a: 


а“ [dx а | dx | 

BEC cerae ENT = cda ds pec ec -АДАз|---А =Ü. 

dt? E “| уаш di E g | А 
ы... ——— танана д 


H н 


Segue que x = x (1), 1 € ІН, será solução de (7) se e somente se u = ее — Азд for solu io 


20-2 jÓ 


da equação linear de 2.7 ordem 


2и 


du 
do аг (Àj + ha) E + A¡ Azul = 0. 


Portanto, x — x (1) será solução de (/) se e somente se 


2 — Ax = Дем + Bed! se A А 
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3 
3 [ 2d se —lexzl Pub ші 
Ж LL гуй =+ „© а 5 
3 2. f P de 2d se x>1 ic dd 
| ü і E 


ү й) х se 0 х= 1, 2х — 1 56 х= ех – 3 sex 





1 2x se Oc xl 
L a) Foo = s se x1 


RESPOSTAS, SUGESTÕES 
OU SOLUÇÕES 


b) 

CAPÍTULO 1 Uu 
1.2 

1. Sim, pois, é contínua. 

2. Sim, pois, é contínua. d) 

3, Sim, pois, é limitada e descontinua apenas em x = 1. 

4. Sim, pois, é contínua em |0, 11. 

5, Sim, pois, é limitada e descontinua apenas em x = 0. 

б. Мас, pois, nào é limitada em E a 

Т 

7. Sim, pots, é limitada e descontinua apenas em x = Ü. 

8. Não, pois, nào é limitada em [— 1. 1]. 
CAPÍTULO 2 | 
МЕ Р) 

11 
LE up ET 
1 
c) —In5 d) 1 
2 
E 
X [оа = "i sc О д] T , 
Е 1 { => b. ' ^ 
А [ла+јоа se x >| ы | 2 O ER b) F'G) = x x€lR. 
1 М 
x? 1 4 Ea зені b) xx! 
E шада E qe ү ТЕЕ Ф х>2 
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E 3 287 
x 4 Жым За 
ЕЕ se xh x? se x«1 3 DOM SU 
4. а) F(x)= E Ғ іу = 2 ИКА 05 ij 
—+21пх se x>] " * F E x т) 47 
3 3 PO 
F(x)— - : 
x— | mu x-—1* E= | à 
5, а) FG) — x x € IRL F' (x) = f(x) para x # | 1 e? +1 Muda 
b) E) = efe) L АЕ і 
5 Әл dia 
2: 2 
xim — 2) D т^ 
AE E E) 
La {ху = - b) F' (x) = sen х2 2 44 
L+ x Р 3 x h) — x 
c) Ех) = — cos y d) F' (x) = 2x sena? D 8) 5 15 
e Et 2x 3 
e) F (x) = 2 cos 4х2 p көз= - > À 
= E 3. x ; — _? d cat É T 
ЕР К“ tx) spe ds + r'e h) F' (x) » |. із + х е LA 2. = 
X + КС 3 
i uas — arc tg x^ p Áo | EE E 
й dm p 
ТІ 4. —. 
2. Crescente em |-=, —2] e em |0. +f: decrescente em [— 2, 0], b 3. 12 4 
ГЕ. 
3. ф(х) = е ? 
ў: Жл _ a? b) AmRO 
4. Sugestão: Verifique que [F (x) = F (— АҢ = бет [= г]. La) 3 Ба MER 
x = "n 
x EE — 54/5 
e) Z [342 tm {42 41) à [vm 545 | 


І | 
6. Integrando por partes: | Роза = || e a al xF' (x) dx. 
ü l а 0 






f: n aaoo - Т” 
| za10 Ye ai? + (G0 Ма - D? Pelo TVM existe сет bi — 19% 


1 2 
T. - [cocer eat] oer 








| 2 = f' (ep Ах (РУ = Ун көз? А< logo. - 
CAPITULO 3 2 іше Гете у) = (єр) y 
3.1 4 . 
1-2 
E 1+ 4/3 + е2 EET + In c 
1. а) DE ЕЕ i ln + ql + e? 
157 2542 ) 1+ 42 
E 4) P. == 42 + in 
2 3 4 b)I*4lce 04 ч 
4л 177 3 
i E EN E c) TK 
| | SE 
2+ 
= -1 1 " 
8) ES h) 41 E | d) DE 42 In I | 
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35 


1.2) b) 


б PES 





c) 


о) 


п) 


b) 


2. а) 





е) 





E dF 


d 


Z E 5л 
4. a) área = | * (2 — cos Ө)? de + z (1 + cos Ө)? do = —— — M. 
D pera 
à 








E - л-2 94/3 
гу) 7g —-—— 
; 5 2 | 2 








Ж AB ко de Cálenlo — Vol I 


] і 1 1 1 
5. área = =| pe do - — | Ві 40 = — 
2 40 д 4 15 





3.6 
(13 (£3) 
3 7 ám Ar 
c) (9 2) (1.4) 
A ATE 
4 342 - In [2 + ) 
2. a) (о, 2) һу 0, MES Selon: CUERO РЫ НАБ 
x 164/2 + 16 In (42 + 1) 
2 m cc 
К, [o es 4 —– е | 
Me — e!) 
6. om 
224 (o 3 „ 208% 
9 45 
8. 27 лі 
CAPÍTULO 4 
4.1 
1 
La; Бұл 
а) E ) 
1 
2 = а) += 
Ж 
EC D 
E 
! л 
Р т А | 
) 25 Ji 3 
е т) Tas 
2 
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7. 





4.3 





4.4 


l. 4) converge 
с) converge 
e) converge 
8) converge 
i} converge 
I) converge 


3. а) diverge 
с) converge 


10. 


b) E x 


B) + = 


b) diverge 

d) converge 
D converge 
h) converge 
J) converge 
m) converge 


b) converge 
d) diverge 


Б E Жер Т ш 
3 3 


= mo s а 








D 5 


y 1 
í a) ke?! Uc: e! 


1 1 
! ——cosr + — sen! 
c) ke E 5 


e) ek +] 
ke”! ПТ АУ) 
g) Ке 39 5 


= 1 
) у= ве? + i 


| q = ke” ! + -Lcos 3t + sen 3 


10 

Es 

п} y 2 
fes Еж 
р) ке тере 


l A 
r) yd с шад сше 


| 
de. Тг = 90e + 20 onde à PS 


M 
— E 
[sns 


3 1. ò x= Ae" + Re 

| c) х= Ae“ +t Be” 

e х= Ae + ge 
g) у = Ae" + Ве *^ 

5x 


D A+ Ве 


n х= А + Ве?! 
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b) ké —21—3 


= l z 
Чү ke а ағ 


A е —5 
l 
Wi Rene 
d 


3 
oue ke + 107 


T | 
SE E — — 4561 X 
m) ke 3 COS X 2 


1 
27 <р 
б} х= йе ? +ү—2 


ELE 


q) T= ke” — 


Ше 
5) х= ke" + те { 


L2. Spo. onde py é а população no instante 1 = 0. 


ln —. 


264 mcos 12077 + 11 sen 120 тт) 


b) х= e (A + Br) 

д х= A + Be" 

h x= (A + Вг) 
h) v e “(А + Bx) 
"n p= кы + Be ^ х 
prse 
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А dE. Hn 
a A equação que rege o resfriamento é == «(Г — 20), onde а é а constante de proporcionalida 
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ы 
п) х= Ае !4 Bel 
2. apu E n 
- 3 3 
€) у= (1 = дуе 
3. а) х= Ae?! + Ве 2: 


с) у=А Be"! 


4. A equação que rege o movimento da partícula é my = 


m=]. 


b) х= Ae “+ go 
d) у= el [a + Br] 


m х{бй = е {| + г. Desenhe o gráfico. 
Бу x (0 — (1 — De *. Desenhe o gráfico. 


&. х= е "Y o! 





—-2x-xouX 2x x-0, oui 


р) Acossa t + Bsenxat 
r) e [A cos 4 5 1 + B sen 51] 
1 
= sen 21 
A п) x 7 


3/7 


4. х (= — 2 веп 27 — cos 21 


o 


3 





5. fit) = 


É І 
5. É х= е sent 


Respostas, Sugestões ou Soluções 


e r 
Ф) Aea uc 4 Be х" E 
se a [А cos 27 + В sen 21] 


b) — e “созі send) 


- — | = 
e) e é СЕ z d — cos t 2 sent 
14 


4. xi = e “sent 
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e 7. а)е> 7 bjc=2 dre 
3 i 
da=z=e bz- — _ 2 x = З 1 
? 5 Шы ы” 1. а) Ata ge a сов 3 b) Ae + Ве Баса 
12 
e) а= –4ср= 0 ВЕ рса EE " E E 
М Ла е в > T Ac + ве + Pe dy Ae! + Be "exe 
7 EN E = 
т ат: hasi e b-- e) e А соѕг + Bsení) +2 f A + Be 7 
1 3 E! 
g) Асов/ + Ввепі- t cOST h) Ae? 4 Be! - — 12 + — + — 
2. а) zi b) LN ESE 2 2 4 
2 2 ; dp dod ET 
er E; dich. Ї) A+ Be d x "A j| Acosã + Bsen 3? gen 1 595 
e) кия f =2 n Ae Bie! 2 cos + т) А cos 3 + B sen 3r - Lr cos à 
EESTI 25 6 
rcu ome йу = 45 i 4 
2 2 + — sen 24 
ци һ 52 25 : 
Hox n) Ae?! + pe 2 + Lu o) Ae” + Ве É сов: 
5, 
: MA + Ве?! + cos 3r — sen + йз А + Bg =! 


=й 
1. аре (A cos 2r + B sen 24) b) A cos 51 + Bsens 5r 


І 
Tn | 
€) e 2 (A cos 43 1 + B sen 43 8 di Aito Bo УЗ! 


E. 5 
P. rp) А + Be? + ye" 7 A+ Be” = 7 





' 
"T 


p. | 
Ж 2, Acos wt + B sen wt vH wt 
H- Mut 


е} A cos 37 + B sen 3i 
p) e” (A + Bi) 


pn e ' (A cos r + B sen) 
h) A + Ве”! 





l = 1 
3. а) соқ M + rsen ži + pus t b) te "h + 2 | 


- 





| 
CNET ——4 m yli 
D e (А cost + Веп; 2 ias ытык E 

1 D e А соз t + В sen 3 f с) Lo d) С РУТЕ. 
р Ae? + Ве! dr Е 5 i К 
m) е?! (A + Br) Р 
3 b Ean? 
"d 4. x, = [-2уи €os wt + (wg — w^) sen wt]. 
n) А cos 21 + B sen 2 ise ur a Cn COPS quê y? + Ay?w? i 
2 5. Sugestão: Considere os casos w = wg e w É Wp. 


iii den 
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CAPÍTULO 6 ET TET 
ur ERES ін- v) 
6.3 17. cos 8 — ——. 0=6=< m sen б = | EC PN E 
1. (х,у) 2 (1.22 + A(— L1, A& IR 2. ( y) = (1, D) + A(2, ID, A & IR Ha WU v M а. 
zi =5 EE cC ER 
A 4—(—2,3) 4. (x, v) = [> JE À(—2, 3), АЕ IR hia? TET ВР е Р aj = Ju? +3 tus иэ жүз +02) (qu; +uavo tup) Ё 
= o eo E SS o qm E e 
5. a) и= (2,1) b) и=(—1,1) ad v d Hac ME ve HI 
= A RA A 
с) н = (5, 2) d) u = (2, 1) шағу — um)? + (изу vs) + (уу cien _ «lu^ vil 
E sy -:É “ID TD TD ESTES 
б.а) п = (2, 1) b) n = (3, 1) lad vei ШЇ 
c) к= (1,2) d) n = (2, —3) 5 
7. a) (x, y) -42,-5)-А(ІІҺлеІН b) (x y) = (Ll, 722 + A(-1,2, A CIR E 1. a) É aberto b) Não é aberto 
8. a) (х. у) = (1,2) + A(2, 1, A & IR Б) Gy) = (2, C22) + A (1, 3, A c IP E с) Гр (conjunto vazia) > БІЛЕ aberto 
А 2 - nr = == e) É aberto (conjunto vazio) aberto 
9 ; E ЛЕ 2-(.1,1) 20002x cy + 37-6 1 E ESQ hh Nao & berto 
= СА ko ULL -1 = Bau x ape ра гга 3 > 3 
| ^ d 2. а) I EIR La + y^ = 1] hy ф 
10. a) (x, v zi = (0.1, 1) + A(1,2, C1, АЕ IR йа | dus di [x y) E IR Ie vm E 
Е еч Lon A BRE - 3 е) (myelRis=1.1=y=2] Л 1А? 
12. wy a= (1,2, 71) + A(3,0, 3), A € IR (tal reta é paralela à direção de 4 A v =(3,0,- 3). 3 а) Pe Б} Қ ыа 
PNE at TS ae MES E c) E fechado d) Nào é fechado 
13. а) ощ Ay e doge 4, 3) b) u Ay = (4, —2,8) e) É fechado hn É fechado 


&) É fechado һ) Não é fechado 








= > A 
14. (Cu Лу) lr 3-(,210]=000x—++2=0 һи: 
=> > E 
b) Cu PI vy [Go v z) — (00, 29 = Ооси— 4х+у+3р=7 xu 
6.4 
29.5 by уа GE FT Ж. 
43 ' 
o x5 dy E * 
Ep x 6 » 
3 Па = Jui +u? tu? =la? = |e veja 1 Y | 
A a A Ж 
нў жи} =O= n? +иў + иу ғай => quí tus + и] aul) De modo análogo, 
— = 
tem-se: [lu il = | u [ейин zm du l. x 
2 3 3 y 4 
— — -+ — — — E — - — = i 
5. ПиН = 1а — v3 „|Р — + у ll, ou seja.ll и — v = нй — lv N 
т = + + > > - 3 > > + 5 E oc s 
9 w-«utfBvc-u-w-nu-(au tBvi-e(u- u)tB(n-: v) ucw^ i r1" 
> q — 3 = > = => ! ! 
e, pois, 4 - 4 = П = ен * v —0. De modo análogo, obtém-se v * w — f. 1 
1 a . в А EE; Ж Se gi = pis d Е. 
12. Sejam « e B dois reais quaisquer tais que œu + Bv = 0. Segue que y (uu + Bv)^ | 3 
— = к э = => — ze Ex i P 5 6 
и. O dale т 4)+ (и v) = бе, portanto, а = 0. Do mesmo modo, “(ан + | 4 é У 
55 EC NDS. => > zc > > ғ 3 
Ву)= v De, portanto ete + + B(v * v)= 0; logo, В = 0, pois, v : и = де 
X NETT: — E TÉ 1 
v cov = I. Fica provado, assim, que quaisquer que sejam os reais ee Бан - Bv = 0-? x 


= — 
a = В = 0. Portanto, u e v são linearmente independentes. 
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B. 
10. 


h) 





12. 


1. 


n 
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b) 


m) 





0) 
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їз 4 g 

2. а)0<і<1 » (125.2) | im 2 
1 a — 228, n ЖАР” + À == „—.1 ‚АЕ IR 
T 5 5 24 а} (x. v. 2) 3*5 9 °з "a 

Za —45«r«-1 ои2<={<./5 blo iZ 1 0) PB Goyi d. EE Xe IH 

in 11 EC UR ET. 
1. а) à + t sent + 2/7 b) (e re ' sent, 2e 7) c) ca [7 5 ird ил, 
c) (t— 6, sent — 27,2 — 26) d) (5 sent — 2,6 — P. P — 3sen n) d) (x, v, zw) = 0.1.1, 1 A (1.2, 1,2, A € IR 


— 
. SejaF = (E: Ea E) sendo Е' (ту = 0 еті, resulta Е; (r) = 0em f, рага і = 1, Z, .... 
п. Segue que existem constantes А, А... tais que F, (7) =. para todo rem /, (i = 1,2, 


ar 
2 Q0 pu 8 enr 


— + 
A ul) vin=1++ 
сап), Portanto, F (7) = kem 7, onde k = (Кү. К es kJ 























74 
I абе 1 pcd a 
l. а) hm Fido] ШІ 2 dim —|=|= a |е ДЕ = 
ге} Lim [їз zo a ! | CI bicis lis = Bad = 0 em/, e use o Exerc. 3. 
I 
b) (3,2, 0) TOT ca Ner 3 TE. 
ы; "m — [e 
Li 4 É . Sugestão: parar = 0, r (ll — xr e r Gr (г) = f. 
2.4) lim [F+ G E dz 9 
. 4 m {її + Gg] — | lim [Ai + G ell = = ds > > Po 
К )] en po + GGN jm 16096, 09] orari E m UP p e pue m i 
EI 4 bj. us + b^. en + 5.) = Р + b > > 3 ШЕТЕН к — a 
b) ыша ен s ала UP а A 
= 
hb) lim Др Fin im FO RF tU lim OBM. lim ADE |= a 2 
ти ДЕД? 1— d e dii с) Е e dg 
22 | t 
E (Lay, Lata. Lay) =La Lor n — — — 
: n. > | d) v (rh) таб aot айт ag 
c) lim Fi ^A G= lim (зіп G3 (0) — Fi (D) Ga (0, Ёз (0 Gy (0) — Fi (0 G3 (0, T = 
і-кіһ LE - — -+ 3 dT T б Я T dT or mtogonais 
А = = я = Ldai2 ——-* T =Ù, 04 seja, T е —— sãos : 
Fi E) Ga Ef) — Fa (0 C, (t1) = (aab — eba, иб, — aj b3, aub, - азу) = a A = - a) 1 T (rn || l, T ír) га) Ча Es J di 
E — — 
X. a) НЕІНІ rg 0] b) СЕТА ге 1} b) Sugestão: v (D) — vir ТІП. 
E En К D imi lada — г? > > = 
Е € E Dun " E 3 
5. DIF Gili СО (Oe lim ll Ell |! G (1) 1= 0; pelo teorema do confronto, . а) rín- (fe Жане E 
fo RS MSS 
Eh — | E A 
lim | Fi. бай! = (0; logo, lim ЕШ): са) = 0, b) г) = (2 — соь)! + (i sen 27 — | j tcI 1) k 
Т = fn E— In E 1 — 2 | — 
5 | E c) rin —acig2ri +(1-е j ++i) E 
б. Como F écontinua em fa. b], Il F (1) também será. Segue que IF Пё limitada em (а, bl, à 
—+ 
ou seja, existe M = 0 tal que И F (7) = Mem la, Р]. 
1 = + І =} 1 = I > = 
7.5 ‚ойу | Uu i кела || га | і ‚|| el a == i +00 1) jJ 
dE 3 ат s ó Do E 2 
E dep 2—2 - — E — =} 
1. 4) —- = Of, е", i E УНЕ = S LN Аар +2 + Е 
di | 1-4: | di? в: р (1 + 2 b) 3 Em c) 31 ! 
b) — = d E i ug EXC E 2 2 SUP e E mt pileum. by — + 
dr, ar sen do j Ug PETE i — (2 sen 1º + Ai^ cos t^) J a) (2— елі e 5 j 7 ) 2 e 
ағ EI 2 -> — 1 І 
c} "390851 i —Asen 4r j +22721 F5 =—25senSt i —1бсов4г j - 47 k Observe дие G (0) = (f Ets) а Бө) ds | eapliqueo teorema fundamen doc. 
E 


Respostas, Sugestões ou Soluções 373 





Um Curso de Cálculo — Vol, il 


























b) 
E i pun dn ar ны 
EF 
1. a) луі 4л2 + in (эл +л+4л?)у bj 1/5 ! 
с) f КЕСЕ e а= Ig | + (cos B)? en o [do - 
arctg c ^| sen 8 
ТОЛЕ 4) 
= in 1e *t42 m - iecit 
+42 
“1 1 + 
dx О а e) а-а у, 1 1-,2 
[+ ¿lt e? 
f IEEE 
"T 
2 2 
Lt) [li (£) E de = 
a YA de в 
IINE ЕСІ. ==... = PB lxl-Iylz0s-lrlzp=lx 
бено p seno) (E seno оно) de = I^ р + (42) ав, 
a Vide | dB А 
3, а) tala RE + In (т ++ л? )| в) igo 
c) T d) Уз diee st 
2% 3 5 5 
8. а) 6 = hi) b) à - (2 s—,2 ij 
а {+ mE ) is} COS 7 sen F 
h) 
c) без [cos +. sen к a 
2 42 ‘ар 
din elo nt. Ni 
2 42 4 
CAPÍTULO 8 
8.1 
Lol b) 3a + 2x 
e) 3 d) 2 
2. а) {(х, у) EIR? Tx — 25} b) = 
r 
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4. fx. y) = qux by, onde a е 5 devem ser determinados de modo que fil Pom 
Tem-se a = 2eb = 3. Assim: f(x, y) = 2x + Зу, jue /(01,0) = 2ef(0, 1) = 3. 


c) 




















5. а) homogénea Че grau zero. Б) homogénea de grau 2. : 
c) não é homogénea. d) homogénea de grau —2, i 
e A NN Es za 
TEMPE WIPE UE. 
6. а) f(443, 4) о = Вр —,—=l=64 2 = 32 43. | Observe 
2 2) E 2) 2 Е “rve que 
^ A, = | 
É 1 Е 3 | m i 
v3 ү ЕЕ { 
|+ +) тіне E 1]- 32] 
S Р. 25 = | 2 2] 2 
Вв) FIO, 3) = 37 = E x 
F03=37(0,1)=0 de + y* = с TT 
paraboloide elíptico 
| | Ж x Р Н, 
с} fix x) = јл +y py e : = ‚2 2 
КЕ ү: - 
d) As curvas de nivel são circunferéncias com centros na origem. 
8.2 
2 q 3 A 
1. ау l-er- =r ой хожу] сіс-е |) 
2 
y 
1 a” 
А X 
F 
e) As curvas de nivel são retas paralelas ax + y = 0. 
" z 
р) х + Зу = с 
1 
у 
к 
Е к К [ "er $ a E 2 E 
f) As curvas de nivel são as circunferências x + y =] c", сот 0 x cx 1, 
E г NE T 2 2 2 - 
O gráfico de g é a parte da superficie esférica x^ + v^ + z^ = 1, correspondente a z = 0. 
| 
y 
y 
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А El 2 2 à eg 
T. E Гү As curvas de nível são as elipses x^ + 4y^ = 1 —c^(0 x c x ЕЕ 
gx = с(О= св |х — үс 
F т 
Xx 
-1 0 
Ж 
iti F z 
1 
= X 
1 F 
X 
a = . pore ee, 2 2 2 
i) Ás curvas de nível sao as circunferências x? + y= cao 

z > = . VERON 2 2 а қ-а 

А n) Às curvas de nivel são as circunferências r + y^ = tec 0 sc 2 

F 
x 
J| y = xéa curva de nível correspondente a c = O Para с > 0, a curva de nivel ё o par de 
еа o) As curvas de nivel são retas х = с (e > 0), 
z 
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r) 


2. аух— Iy = c(r & IR) 


Imagem de é = IR 


ey (Oa - cv (il - gx 





Imagem de f = IR 


e)xyv — с (c€ IR) 





imagem de ў 


(с E IR) 


Imagem de f= IR 








IR 








" + 
gb dr + у” seica 


Imagem = [0, + «| 


қ 2 2 
|") cv —ftl—c)x" (О = г = | 


per = Do i 


есе y 





Е X 





he 


Imagem = p 
L 
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ЛЮ Secs 0 х = (рү @ 


Е +" 
Sec Ai y кайшы. VEM 

2; 

1 |] 

2 4 

y 

X 

c=0 


Зя 
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3. 
11. 
E 
е= 2 
4 a ril, D = 3éo valor mínimo de f. Não admite valor máximo. И 
b3 Não admite valor máximo, nem mínimo. x 
c) Zero é o valor mínimo de f este valor é atingido nos pontos (х, 0), x = 0, ou (0, y), y = 0, 
Мао hà valor máximo. 
to аз 
d) Valor máximo: |; este valor é atingido nos pontos (x, 0), x + 0. О valor mínimo € zero, 13. e hy | TET | 
; ; me le 
que é atingido nos pontos (0, y) y É O. ^ 4 
o EM US D : Р 
е) f| —, =|= éo valor minimo de fem A; / não admite valor máximo em А. 
Ec кке 
f 2éovalor máximo, que é atingido em (0, 0): /(0,0) = 2. Não há valor minimo. 
БЕКЕТ e c MN жеуін 1. M 
E) f „=|=— е o valor máximo; f| — — + == | = -— ë o valor minimo. 
7124272) 4 Іі 242 42; 4 
i ; і қ E: 
| Sugesido: g(x) = xyl —dx^,-—A x "E fornece os valores de f sobre o conjunto 
ME 2 2 
. 13, а} bj Ponto de mais alta temperatura: 
^ 
Sr peer О [ 4./5 2,5 ] à . { 
/ 45 Ponto de mais baixa 
: = ТЕ 5 E 
5. ау f(0,0) = 3 ¿0 valor mínimo e £ (2, 0) = 7 o valor máximo. | 4 
T . E É 45 MA 
b) f(1.3) = 46 о valor máximo e f (0. 0) = Do valor minimo. temperatura: | — E ЕЕ = 
[ E + A Ne —] І 1 rt EE. 4 
c) fí—1, G= —— ёо valor máximo e Ғ(0,2) = —2 0 valor mínimo. T-3'c 
7 2 3 =>; O pa 
2 г = 0° 
e T "IL аү 4. E Г = ~1°( 
d) F,0) = Оё о valor minimo ef| - = | = — é o välor máximo. | 
5 2j 3 8.3 
Т = Cass. 1. a) E uma esfera de centro (0, 0, O) e raio I. b) É o semi-espaço abaixo do plano z = 1. 
m 
c) d т 









т = É CIESCE 


7 


(3,0) = Cota 





у =е (х — 1) 





а 
б. O que se quer são os valores máximo e mínimo dez = (5 — 06 + 3) em 0, 4]. Altura 


E 392 
máxima: 24. Altura minima: p 
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dl s (3) 0 « х, y) — (xg, ул) E 629 0 <1/(х, y) — al € бі. 


De (De GQ: 0< ll Go, y) — Gg. yg) ll ё lg ix, yn Ll € 





z Тіл 8. 0. 
9.2 
À 1. a) IR? by a ER 12:7 + Зу? = 6} 
c) li, x) € IP y] д еур ЕА у 1 
› e) (беу € IR? Lis у) + (0,0)] n IR? 
g) IR? 
se 
E 2. É contínua em (D, 0); lim — fiy) lim  :¿———>=0=f(0,0) 
(x, v) — (0, 0 (4, vp йб, лғ ут 
E 5. Seja B = [Co y) € ІН?! (х,у с]. Precisamos provar que para todo (xp, ур) E B existe uma 
bola aberta, de centro (xg. ур), contida em B. Como fé contínua em (xg, ус). tomando-se е > 
% O com flag. yp) + € « c existe r > 0 (como А é aberto, podemos tomar r de modo que a bola 
aberta de centro (ag. Yo) € гаю r esteja contida em A) tal que 
Il (x. у) Gp spill к=» Fix y) Opte 
e, portanto, V С B; logo, B é aberto. 
-- у 
CAPÍTULO 10 
10.1 
X 
La Lady + y e A dete deca 
dx dy 
CAPÍTULO 9 J: a 
b) — = --y sen ху e == — + sen ДУ 
dx dy 
9.1 
1. а) 0 b) Não existe E dio x* + Ax?y? — Day? dz 2x^v (1 — х) 
c) 0 d) Náo existe сты ERR E Е С 
e) Não existe Р Não existe Е е У) gx pr 
g) Nào existe hi Não existe А 
ШТ Бы 7" т аҙ ке TT. 
>) 5. Não existe. аен e NU к – 3 
6. De lim дін) = L segue que para todo є > 0, existe à, = 0, tal que 
ders de oM ue о Е с. 
(0 cl -saz8 => lgu} LIE e, dx ай |+ д? + у? ду 1+х^+у? 
De lim fix у) = a, segue para o 8, = О acima, existe б => O tal que dz cds 
La, y) (х Jo) PAE EAM е = = eM (1 + ху) 
dx dy 
Ü= ikr у) — (хр. ШЙ € ¿> fa у} — adl 8 3 
g) s = 12у(4ху — Зу) + 10ху e 47. = 3 (4xy - Зузу (4x — 9y)) + 5х2 
+ 


Como а É ее fpf E D, resulta f (x. y) £ a para todo (x, у) € Dy. Assim, 








' A Um Curto de Cálculo — Vol ЇЇ 


дт __ у Ө% TA 
i M y 7! е 58 ша 
ОЕ = dz 
D 2x [1 In Q2 ғу?) e = 2y [1 + In Q? + y^) 
dr ду 
dx ку y ay dy Эхэ € y? + 3)2 
сы de _ sen y [cos (x? + уг) 2x7 sen (x? + y%)] 
dx ісәз(х2 + y’)? 
dz " x COS y cos{x? + y^) + 2ух sen y sen (x^ + y?) 
- ay Icostx? + y?) 
3. a) 4 б -4\ 
é PR ЕТ „ др ай 
ду ү? д V 
7. LO с=з e EI IS e! dix — y); logo, 22.54 
ох Әу 
у) sg. 
10 dz 1— уг dz = 18 
Өл wt Әу  xy--3z 
13. п [2 - just 2%) 
dx x 
A tes ЗР зуге 
dx dy 
T LE — 2ле e caes 
dx ду 
| 2 І 2 
18. $6) = In (1 + y) 19. х3у -éy +n +y) 
д] yè – х2 —2ху* әу 
20. TL 
FP (Ux Г F „х, v) = (0, o (2 (0, 0) nào existe 
T. M 4x?y5 + 2y5 — 2xy 


ду 





(x? ДЕ yy 


euo sare p ge 
ду 





24. г{ = (х try” + (у (ny = r A = eiry (} + 2v(0 у' (0). Segue que y' (0) 





ia EE Еч 
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І 
— 2x a) 2.- 
9f _|о?+у®—12 ^ ео 
А 
Ü sexi y ml 
23. а) z( - f, 2 27 b) Р 


€) (хуу, г} = (0,1, 2) ФАЙ, LA, А Є ІА. 


d) Verifique que (1, 1. 2) pertence ao plano e 
que y" (1) é ortogonal ao vetor 


of д} 
= (1,13, — il. 1), — 1 
а, етеш) | 





(Observe 97 a, 1], a {1, 1), — ] 


é normal aa plano.) 


= (x (0), y (0), 
2x" (йу + 2y^ (бу). Verifique que (1, 1, 2) pertence ao plano e que y” (0) é ortogonal а 


(57 il. 1) 24 il. i), 4 


. O plano determinado por Гу e T4 passa pelo ponto (xg, vg. f Og, vg) e € normal ao vetor 


k 
Р df дү à f pp e 
NG) ^ yj [0 1 p Уп) Mu (Ха. ҮТ і + ER (хи у) j КЁ. 


> = 
E 


f 
] 0 ——{до. Yp] 
йр ы у, 


A equação do plano é, então: 


(хо. Yo). — | “ж. xz) — (ду yos ip УО 7 8 


ЕШ j 94 
IM CM 


д д 
ou seja, z Es 5 = zr (xp. Yo) Gt — xg) + e (xg. Yo) iv — Yp)- 


Шс. Cálculo — VoL H 





29, а) (0, 0) b) Não há 
| 
T (- 2.0] ТІНЕН A Boos = 
zi (2.5) (2.3) 0, 0), (1 
* * 2 x 2 р (О, ded aegre y 
102 
af EVE INE S DE 
1. = 1 A F - — E y x - _ TATAL 
a) Pm (1 txe er xe e 2; LE 


ew T. x a Р 
р Сав ziz = y? Әс БИЕ - y? 


aw _ хубх 25 ы, 





d Lr 2y cos (х7 + y + 22) 


c) 
az (xcvi) ER 
ds 242 

e) —— —X|————————— dn(x? by? o6 22 + и? 
ew n ( * | mé) 


4. c) = (ху) fx s o zh az La 1.1) = 16 


CAPÍTULO 11 
11.1 


1. а) ЕА К) — fix + Ay Ky fix ур el la rr A — A (x, у}& = Ak. Então, 
X y 


Egi Ку — h k 0 
th ќу i ER, ЗІ on дро yA? +}? i 


diferenciável. | 





Еи та 
4) Eth) = 1 EU: gb cd DEREN + dry + hk?x 
И tqv a (x v A) x03? 
Eih, k) Sii 1 | Ay? + h kyt Eixo + Лу + kx 
(900,0) ПСЛ, АП cuo na (+ A E) х2у2 ale Е 
ро, 


- 1 1 ту? 
is srt За іш ----- 
dr qm (xc А) (у + К) ШЫН Y th Ey — DO) л? E pl 


a р й К 
5 lim hy? ————— =0 lim h? y ————— = 
$ ў = 11 etc. 
(йэр с ht + 2 (s, k) + (0.0) ү? +? 
Segue que fé diferenciável em todo Qr. у) (0, 0}, ou seja, fix, y) = ur uma função 
- XY 
diferenciável. ; 





ЧЕТ uci 
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2. a) lim, 0) = | e lim £(0, 0) = —1, logo, f nào é contínua em (0, 0), portanto, f não é 
L4 rU 


diferenciável em (0, 0). 
Eth k) _ 


р] im = 

th, Ку 00,01 ПА, КЇЇ 

Ож 0+) — f (0, p- 24 оол 22 (o gyk 

da dy 

= lim —— — = 
ih, Ёз — (0. 0) yn жа 


hk Күлү dd 


- т- 
= - 
LS 


hope ad АЕ zu 
- lim ————— = Hubs WT ` 
(Йй, ki — i0. 07 4e 4L өл, E) cr 10.09 (4 Æ k^ wa + 2 E 


- = 
= 
TO – q — — — 


Gih k) 


-- 


| te. 
não existe, pois, lim С 00. у= 0e lim Gt, f) = —-—. Portanto, / nao é diferenciável 
ku 1 — 0 242 


елі (0, Q). 
ht 
TM Eih. k) _ Та д2 + E 
(kr (0, 0 MCA, КУП (n dis us 0) 2 4k 





с) 


тыта 


= ht Ха д? ft a 


(do RI бл (É HRÈ) 2 Und) 9 00) че +k? E rà 


—— M4 —— 


Portanto, Fé diferencióvel em (O, О). 


11.2 


д : 
lu c = 17У р ы = —2ye* > são continuas em IR", lago, Fé diferenciável em IR? 
X y 
ou seja, fé uma função diferenciável. 
2, a) ѓпао é continua em (0, 0), logo, não é diferenciável neste ponto. Em IR? — (6, 0)] as 
derivadas parciais são continuas, logo fé diferenciável em todos os pontos deste conjunto. 
Assim, IR? — {(0, 0) é o conjunto dos pontos em que fé diferenciável, 


b) Em IR^ — 100, 04) as derivadas parciais são continuas, logo fé diferenciável em todos os 
pontos deste conjunta. Em (0, 0), 





h? 
| E(h, k) | ГЕНЕ - Ak? 
lim = lim ---------- - lim ———M—— 
oh desino MO КУЙ aio d Vie? uc? (л, b 00 (h? + 294/2 + k? 


não existe, logo / não é diferenciável em (0, 0). Assim, IR? — 1(0, 0)] é o conjunto dos 
pontos em que fé diferenciável. 


c) ің? \ d) IR? 
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11.3 
1. 


ау т = 4х + 2v — А (д, у, 2) = (1. 1,2)+ A (4, 2, —1) 

ру а= 2у— Пілу, 2) = (0,1,1) + A(0,2, —1) 

c} z= — Ёк + žy + 8; (e уш = (1,—1,—2) + А(—8,2,—1) 
Ду :=%— 8у; (х, у) = (272,2, 2)+ А(9,-8,-і) 


21. х+бу- 2: = 3 


ъг=2х+у—2 
4 


af of 
4. —(1,1)5=2 == = 
m еуі. 
of 2 әу | 
8. a) —(1,1)2—— — =-= гу = 
4:,0.0--3 е FDEZ BGxOS-ULD*AQ) 


8. т=2х+3у+3 











9. 2=0 e г=бх+бу—1Ё 





(a? ы | 
11. АНЕ е bh a=— ë ER 
24ab 2 2 
std go А Ds 
хас” уос? 
l4 z745- : (x — xg) — —— (y — yp); segue que 
e ip be zo 
т ET 2 zr 
о ш NI E 
c? EE а а? ы pl 
ош seja, 

А ES 2 2 2 
px Му, д _ Ау, X0 , Ææ 
к=к сүре |] ls. — ++ = | 
Е ac TENET 


Observação. As derivadas parciais s. е 2. foram obtidas diretamente da equação 
X Ж 


E | 
22 2 jure 





m 
ж 


11.4 
1. а) dz = 3 y dx + 2x5y dy 


b) dz = [ore tg (x + 2y) + 


c) dz = y cos xy dx + x cos xy dy 

d) du = 25e" ^" dg — el dt 

Е. SS AA A 2V 
1+ p? + v? 

D de= Е du + B 


| — 4 a ett 





X TN 
ESPERA 


[+ pice? 


| pate 


2x 
L+ (x + 2у)? 


dv 





12. 


11.5 
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d) Ar=dzedi=(e TY + 2х?е* Ny dv — 2хуе ^ ду, Fazendox = 1,y= 1,4 = 
0,01 e dy = 0,002, resulta А2 = 0,03 — 0,004, оп seja, Аг = 0,026. 

b) Parax = le y = 1 tem-sez = 1. Assim, | + 0,026 = 1,026 é um valor aproximado para 
z correspondente a 1,01 e 1,002. 


] | 
5 dz = — dx + — ud b) 2,9966 
а) йт => үт ©? ) 
с) м «==! к ou seja, Az = —0,049166 


. А = xy: dA = y dx + х dy, Assim, АА zi y dx + x dy onde x = 2, у = 3, dx = 0,01 e dy = 


-0,03, ou seja, АА = —0,03. 


‚ = ar^ hé o volume do cilindro de altura he rajo da base куту = ОРА dr + m dh. Sendo AV 


o volume do material utilizado na caixa, AV = 27 dr + mr dh, onde r = 1, h = 2, dr = 0,03 
e dh = 0,03, ou seja, АУ = 0,18. 


. AP = —5 watts. 


UE im dr dir ondes dunes те etl esce 


(1.01)^ = 1+ dz, ande dz é a diferencial de z = x", no ponto (1, 2), relativa aos acréscimos 
dx = 0.01 e dy = 0,03. Ou seja, (1.01) = 1,02. 


. Аг = d: onde dz é a diferencial dez = 4/x^ + y^, no ponto (3, 4), relativa aos acréscimos dx = 





0.01 e dy = —0,1, 
. à) dw = vr dx + xz dy + xy dz b) dx = e" * 2v - "(2 du + 2 dv — 21 di) 
2x 2y 2r(x? + у?) 
3 dw = dx +t ———— dy — — 
LP Із” ақан 


d) ds = Loz x27 d e + x Y? (ld) [z dv + y dz] 


> 


(0,01% + (3,02)? + (3,977 = 5 + dw, onde dwé a diferencial de w = х2 ty 22, 
no ponto (0, 3, 4), relativa aos acréscimos dx = 0,01, dy = 0,02 e dz = —0,03 


——— ын 
4(0,01)? + (3,02)? + (3,97)% = 4,988, 


2 лы Es ig 
‚ а) {2ху,х } py g" "5 q2g E ur) 
[ X y Em x 2 


— — — 
х#+ур+1К 
про о Se 
AE ЕЕ 


- Ra 2 
e) Qu агу т іш аі тузду ш e yh к mod e y, ЖІ) 


— XE X 
d) E ———— a Ae TE J 
X ! y 


d х? + у? à 


b) (2x, 2у, 22) 
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3. Vf(x. y) = Ох, -2у) 


= = — Е: 
ia) Vfil,.D)-2i —2j b Vfi-,1)2-21i -2j 





T ж к 
4. Y fio yg) = yoi х J . Observe que V f (xg, yg) é normal a xp i — TERIS ур) é 
tangente em (Xp. yg) à circunferência х + y = 1. 


(ха в Es ) 
RA Ya) 
Observe, ainda. que para todo (хо, yg) na circunferência? + y? = 1,0 V fy ууу = 1. 
5. Derivando em relação a t os dois membros de (x (rH? + (у (002 = 1, resulta: 


2x (r) x' do) + 2y (t v' (0 = 0. 


y (£,) TS (хь. Yo) 


Parar = to» (2x8. 29) * Y (19) = 0. ou seja, V fp. Y (fg) = 0. y (r) = (cos r, sen t) é uma 
curva cuja imagem está contida na curva de nível x? + у? zu 
7. а) f' (x y) = (y. x) Bf ES aS sq 


2 
A EEE 
у у в y 


aren t 
yl — xj.) yl E xiy? 


Н. b) V fü, ya ду), [a у. 2) — (gy - 
{ 5 b An 1 Uh H=0 
€) (2, 8, 18) - [(x, Mes wp. ni = 9º 
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CAPÍTULO 12 


12.1 


10. 


14. 


16. 


. а} 912 cos 3r" 


SEL m ме таш 
E 


b) —Asent1cost 


LUN PS EN 
dy 
йй old (12,39) + O an 
dx dy 
df d f 


b) 3cos M—-(x, v) — 2 sen Ше (x, Y), onde x = sen 3re y = cos 27 
X y 


mL e an « 224 29 = 32 — 3: баса agora, 1 = 1. 
gx dy 
а) -5 уа 2-0-3) +20— 1) 
. g (n — —1. 
x? J 
. х= 2c0os1, у =senréuma e e N y^ = 1. Basta mostrar que в” (f) = 


О em IR, onde g (r) = f (2 cos 1, sen г), Observe que a função g fornece os valores de f sobre 
à elipse dada. 


df dx af 
o 
1. 3). А reta tangente б: (x, у, 2) = (2, 1,3) + A (2, 2, 0), A € IH. 


. yY n7 G.2nz (nez (n 3.05 Nec * 55 yy (1) = (2, 2,00 e y (1) = (2, 


de cm o M df qu 

m fe bun TE {н + 2v H t) 

drocco nf v ie ОКУ ЕН КРЕ EU 
ае ix v) zm (x. v), onde c =u + реу = ш v. 
ШЕ 2.22 3 df 2 4 df 

== ЕНТІГЕ ЕЕЕ Pr 

A Fi К | PE ) PE ) 

z= ufin y),x u ver = Hy + y, Então: 


dz af df dz дү af | 
— z= 7 + —— {у, Ui rS == À — = Ep ыы 1+— (x iy 
fin ytu E (x, у} 2 ік J © | 4 3 (x у) zm х у 


du di х 
Portanto, 
H dz + dz = г + н? 9 f 
біш dv dy 
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d o i ч "у= 
18. g PLA IEA 5-4 8 GDE 09 





i 2E q fun 
19. y'(0 = (1.7 (Def и) = ——— ——- A equação da reta tangente é: 


dg 
E in f iy 


(x, y) = (0, 1)+ A (1, -» < A & IR. 
à T 2 E 
20. ru [f£ (x, у gtx, PI =- tor Ls y. pi у) + e y. gix, vy) 7 0, ou seja, 


9f (x, у, gix. y) 


CEN me (d сз ; Então, д& {l, а 
ox dx 5 dy 2 
2: (x. у, g(x, v) 
г 


A equação do plano tangente no ponto (1, 1, 3)é: z — 3 = -i« == 29 es E 
l “ 
ду 2%. ду à df de Әр df д: 


Uh 
serve: HA Gs О. yop? ET dx dy: M dz dx dx 0: Ox 


oU 


21. а) g'(n-— 6 La Wes En y. 2) + a” SL q y. Z) onde x = 3 у = Pez = е 
: y Z 


b) g (0) = 8. 


27. LP = fü *Te2y2r—3] E E EL. y. 2y, 2Y— y) 92 Lr dew. +y ły.dx— y} | 
Әх dx dz 


а д 
"Ey ma Y In E =? 2f (2 + у. 21, 21 — y) — LUE Tub x сү? 
Әу dx dy dz 


Observação: Poderia ter feito g (x. у) =x f(u v, w), nu = x^ yv = yew = 2x — y. Teria- 
mos, então: 
df du dfdv ӘУ x] 


PE F Y, w)cTx 
du EM dv dx Bw dx 


dx 


3. fix ур = ф [E onae $ (1) é uma função diferenciável qualquer. 


а 
32, Para cada (x, y) fixo, Em LF (ту, oni M Tin yh 
( ду 


zr 
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ош seja, 


д 
x £4 (0, 0)4 y 2£ (9 9). ух y 
dx dy 


a b 


12 


L Seja F (x, y) = y? + ху ta — 4; Fédeclasse С! em IR? FIS, Ya) =00 570 ду 0. 


Pelo teorema das funções implicitas, a equação define uma f unção y = y a de classe C! num 


dy + 342 
intervalo aberto 7 contendo 0. E с E 
dx Ivt + x 





2. а) SejaF(x, y) = xy + sen y — x observe que F (0,0) = De que 


F dy 2лу — 
bo má. ME 
dy dx x^ + cos y 
b) Чу __ 2xy? + 4x? 
dx dy! + 2x74 


З. а) Seja Fix x £2) е 7 * + дуг — 1: note que 








xira = r*tvtz 
F(0,0,00 —0 e 00,090 а ir, Urs ertt 
dx KE RE + ху ду et TIg үү 
dz 32-1 dg: Зу? -1 
в? cmd ru E е ———— 
dx 315-1 dy EE, 


| — 2x —— (x? + y, y?) 


ua UG ctxy)t2y — (x? + y, y? 
dv 








Ән 
du- хее ж CENTS 
8. а) "EN RE ER №) у= хе= 41 д? 
быр i 
duv) |Әл dy і y 
10, == = — — 
dix. у) [dr de -> T X ( Ы z} 
Өх ду ^ 
11. a) 2(х—у) b) -2ху: 
c) —2|s + 3r] d) 2{—9 + 25] 
ЕСІ; Әу 
12. — (к) = —y— — 
a) Z = Z (лу), 0 Улу +» = 
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ы 91-24 31,21 31.37 22 9I (sn. 
) du dx ди Әу Ән dx Ән drix) du 
ME ЕБЕ. с ИКЕ 


du i Mx” — у?) 7 Ән B 2(x7 — у?) 


b) мїн + 2р - үн - 2v үн Ti + үн — 2v 
X аі —— —Á—À HÀ е Y = 
2 





2 
Paa 
RD dur ше; 
du u—2ax 
iron ESA DDT = 
u — dv — Ju? + q dv — 33? 
В) E A E y= Іш dv dut 
2 1 2 
CAPÍTULO 13 
13.1 
L абу) = (1,4 AG 2ҺАЕІН Бу = CAE cosi v Üsen [| 


al 


. Reta tangente: (x y) = (2, 5) + А{—2, 3), A € IR. 


+ 


Reta normal: (x, y) = (2, 5) + A (5, 2), AE IR, 


2. 2-10, 3) — (1,2)] = 000v — 2 = —2(x— Б. 
b)y 2 —dr + 3. 


- у= —Зх+3оцу=—2ү—3 


É y-2--2a- oy 27 (+ 1) 


- a fix, v) = gilr — Зу) onde сін) é uma função derivável qualquer. 


(fx v) m pco Y). com q іи) definida с derivável em ІН, satisfaz a condição 24. us 
X y 


Мау) = e (2x + y), com q (и) definida e derivável em IR, satisfaz а condição a = 2 3v 
x Y 


b) f(x, v) = e (x + y) onde (и) é uma fungáo derivável qualquer. 
efi у) = g (4, — ү} onde € (up é uma função derivável qualquer. 
d) f(x, v) © el + onde € (4) é uma função derivável qualquer. 


of 
Determine uma cg (10) tal que (2) = å, ІП = еф = 2. Por exemplo, tome рін) = ан? + 
bu + ce determine a, be c para que as condições acima se cumpram. 

ду 


Para que o gráfico de f contenha a imagem de y é preciso que q (37) = É. Basta então tomar 


2 
H 
p (1) = m função f(x, v) = sr + yy resolve o problema. 


‚ SejaF(x y) =x? + лу”, Vamos determinar y de modo que, para todo г, y {г} = Y F Cy (03. 


Ой seja, x = Ire у= dy. Assim, x = Ki ете у =, е. Para que a condição inicial y (0) = (1, 
2)se verifique devemos tomar k = lek = 2; уу = (e? 2e" intercepta ortogonalmente 
todas as curvas da familia x^ 4- 2у? = c € passa por (1, 2). 
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х? + 2у =g 


дЕ 
ІШ. Seja F (x. y) = xy. А função v = v (x) deve ser solução da equação =” = pos seja, 
dx 
а үз = x Tc. 
dx ` 
Hj x B) у = PIS + 


13.2 


„Кр cm 


+ a) Plano tangente: (2, 6.8) Ка, v, 22 — (1, —1, D] =0 04 x — Ap + Ат = В, 


Reta normal: (x, y, г) = (1, -1, 1) + A(2, 26, 8, А C IR. 
Б) Plano tangente: бх + 3r +: = 9. 


Reta normal: (x, y, г) - І, 3) +А (6,3, 1). A € IR. 
е) Plano tangente: x — v 4-4, 


Reta normal: (x, y, т) = (2, 2. 1D) + A (I, —1, 4), А E IR. 


і-2- quo D-i- 11. 


11 
ы о ыас 


11 
6 
(Sugestão. Seja F (x, v, z) = x A +22 0 ponto de tangência (xo, vr. 20) deve satisfazer 


> 11 
us condições: 4 + yd + EE = = e V F (xg, vg. ду} = А (1, 1, 1). para algum А.) 


a+y+y2r=2 


x 2) =(1,1,1)+ А(—2,1,1),АЄ IR. 
moa pes ТЕМ ТЕТЕ Еті 


b) уіп = (42 cos t, 42 sent 1), 


. 8) іу, z) = (0, 1,0) + A(C—1,0, 1), A € IR. 


h) к= esr y sentez- 1 -Leos r — sent 


а) F(x y. = ty — удар 
Б) xc. l6z = --28. 








ts киш ш 
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9, —5x + ly + 9z = 54. 
10. x- 2у + 21 = 7ou x t 2у + 2z = 7. 
8 2 
1. а)у——= bj – = 
а} 7 E 
zu) d) 42 
== — — = — — = > 
ДАЕ кы pc b i- je-i+y 
— — +++ — 
C) o oes tn 
елш == е; 
df Rj ОИ. 
Зе Е р 
F 4 2 4 
2 
4. а)—- Ь 
сер ) гар” 
& Ek 
mE B 
6. a) (1. 3) b) 2,2 


12. 


13. 


om. 


yin = (6002 өзді. 


. Vf(1.21 = (2, 1), Seja у) = (1 + 24,2 - r f(l + 2,2 9 0. A tangente em y (0) = ТІ, 2, 


Жа, 29) é a reta procurada: (x, у, т) = (1,2, 2) + A (2, 1, 5), А € ІЯ. 


- (x y. 27(.1.4) + A(1.2, 5. 
. Seja P' a projeção de P sobre o plano xy; Р" move-se sempre na direção e sentido de máximo cres- 


cimento de f. Sendo (x (7). y (7). uma parametrização para a trajetória de Р", y(0 = (x, y (0, z G3). 
onde z (r) = f(x (т), v (0), será uma parametrização para a trajetória de P : y (1) = T ай + г). 
(0,43). 

(Sugestão. Aproveite a solução do problema 8.) 

үй-а,0,5-Ғ-аб,0-іеі. 


z 
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M. а) у? +2 = 17 E ret; 
c) GIC d) 0080 
46 245 
15. = 
a) 3 №) 3 
3 
16. 413 
а 
CAPÍTULO 14 
14.1 
2 2 2 2 
l. a) Sen д А 2 ү = блу е = Gal y 
dx ду? dx ду дух 
2- E 2 2 
mE ES Z = 27T" (14242), cum —4Axye! TY = о 
ax” dxd y dxdy 
өз; NN. 
a = Ле" Y" (2y*-] 
gy? | ) 
5 ғ; E 2+2у5—2х° 95; AR ML S 
ox (dea кур” gy o (qe + ур ахду 
_ A ху _ 0 
Пах ку дудах 
de Pg Jg Pe 
d) = Myt, — o -18х7у2 + Әу, Тұт 
Jod Xy dst X F Ei = 2 бу UN 
2] 3 
8. (0,0 le (0, 0) = —1 
дх ду y dx 
11. е. 
3 
14. a) -4vv sen (х2 — уг) b) 0 
14.2 
g? д? 
1. a) 2 La, yy + cosi / (х, ух = еу sent 
ex Әудх 








ар АК ОСУ 
Бү зе (3.20) + À 
) A (Ar. 20) +1 [ 3 (35, 21) + 2 2/2 (31, 24) 


x* X 








2 2 
E a EL f m+ EE 
X 


2 | Pf g^ f 
ve 5 —— 3t, 
3 i Tem (rr E cos Ir acd. (sen àr, 1) + 2y? (sen 24,4) 
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2. әй = fix yx 2 Srey— Arg' (n = gud y} + at y). Então: 
ox dy 
dp ef g^ f 
gi 7252 yy + 40 UE A 
тыста а ытты 


9. f(x, v) = 0, onde v = g (xk Era ҰҢ = 0, daí. 


TA 

Ей F dy d um 

{ + — (х, =| = — = — 

3 x. y) ta ти Ü ou F 3f 
TAR Y) 
dy 

AER A 2r а [ar 

dy ік | dx lar z dx dy E 


dy? И 
dy 


PL (3r) -;9/ 88 Ju oup qp 
dx dy dxdy д 


| 
y 


10. 5) f(x, O= girti + Hix- г}, onde ge Du) são funções quaisquer. deriváveis até a 








2." ordem. Observe que g (г, v) = qv) + 0 (n) satisfaz ve = 
13. 0 14. 0 É 
CAPÍTULO 15 dE 
15.1 


ҮР ДЕЛ ЛЕЛ {ү [у= ЕРІК уз [(2,3) il 1], com ty, vino segmento de extremos (1, 
1) e (2. 3). Assim, (x. vé solução do sistema 


а 3-0, 2) 
2x —y 2]1vcomi« xr «2 


Então. (x, у) = Е 2) 
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15.3 
Loa fuey-àày6y-504y-k 
bh für, v) = sen xv + x — ху + y Tk 
E) EE үре Tuck arc te vr É 


dodo Wee MS — + y —у— В, 


1 ; 

3 fix у) = Uin il + х? + y”) + — е\ + 

2 2 
4, Não, M Le. + y + E = ү? +14 

ду dx 
5. q (x к) = -arc tg- PE. 

у 2 
б. pix у) = arc ig > + т. 
x 


yY A 
- ae tg — I — s у> 
7. pix v) = | NES: 
ar ig 2 + д se xc 
A 
a? v? 
$. а) Sun, pois admite função potencial y (x, y) = —— + —. 
2 2 


b) Náo, pois E (у) = i {л} 


= 
сі ф(х, к) = тү + у? é uma função potencial, logo, Fé conservativo. 


=] 
d} Admite função potencial різ, vy) = a ad ос 
л ? 
447 = y 


a e 2 
e) Não. pois. —— (diz —— (x^) 
po 37 (4) ау (t7) 


f) Admite função potencial y (x, y) 2 e" 0" logo é conservativa, 


E = 
9. Como Fé conservativo, existe q (x, y) definida em A tal que V р(х, y) = F (x, y). Pela regra 


ud p 
da sep IN л үг) = Cetim yo E (yt: y (т). Portanto, 


[ Fom:yoa-tveaent-o 


"E 
1. а) É cg 10 KP b) AS Бе 
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о (ху) = 2E eS d) Мао é conservativo 
V г? + y? 
12. a) F (x, у= — VE = (—éx =y) 


b) х= = 4х, у= — y, x(0) = 1,40) = 1, x (0) = Ое y10) = 01 + 4x = 0-21 — 4, cos 21 + 


B, sen 21, y y = 0 => y = Ag cost + Basen r. Tendo em vista as condições iniciais, y 


2 E : ; À 
(t) = (cos 21, cos г). Como cos 2t = 2 cos“ Р — 1, a imagem de yestá contida na parábola 
a 
cuc 





> L] 


13. а) Fix y) = md ИТЕ 








me É л | і T WO o 
by Y) = (cos / — sen f, cost + кеп?) = vê (COS | Fd 7i sen Ы - 3 [А trajetória é a cir- 
cunferéncia de centro na origem e raio - 2. 
+ 
E Р ? y^ 
14. үй) = (cos т, 2 sen г}. A trajetória é a elipse x^ + ET = |. 
15.4 
1. а) гах 35р Бүл! га a 
c) 3x + dy 
2. Б) Inferior a 10 ^ 
| la? 4% 2 ЖІ. 5. 
Alfa Pix уу = — = ЛАН) Тай 1} x жен EN = [уя 
2 | оқ did y 
А 
d NU | қ 
+ = ix, уру Dl = — 16% — 2){х — 1 + бугу —1)71. 
dyi 2 





DeQ«x«-2e0«y«2scgue 
A A 1º 4 6 (y y. 


4. а) 4,931 


танык ы a rp gp len; 


СТ ST EU o 


5 
a 
ж 
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E 
+ 


b) 10 


1 LE b b a mn 
7. ан + bhk с — a| h? + — hk — k -— kt + 2 | 
ü da” da” a | 








É і |? dac — b^ , 
ü [ А + EE EI + = е} О para todo ій, &) + (0,0), 


‚ 2а 


15,5 
1. а) ху к е 
руб +8 (х – 1)+ lüty— 1р Six- dy Е dix— 1)(у—1)+9(у— 1 
2. 6+ Rig Ора а dj La Diy- 1)+ 9(у— 1) + (х 1? + 
1 


2i = y = D 36 1 
CAPÍTULO 16 


16.1 


^ 
|! 


ce E 
1. o, E candidato a ponto de mínimo local. 





қ = 3 
ү 1 5 қ 4 д | А Р 
2. Мао admite extremante local: | 7 228 único ponto crítico e não pode ser extremamen- 
2. aJ Я 
d^ f ( I 5 ) d^ f | ja E 
tẹ local, pois, —= | — —, — | = 2 её ---.--|ш-2 
A та ду? їз 13; 
; г 1 | 24 
зое T candidatos a ponto de máximo local. 
| б = 3 


RMB : "E xis т 2 
| - |é candidato a ponto de mínimo local. O ponto crítico (0, 0) nào é extremante local, 


Eu 
И 


pois x = 0 não é extremante local de g (x) = f(x, 0) = х. 
5. (1, = 1) é candidato a ponto de minimo local. 


6. (1, 1) é candidato a ponto de mínimo local; (= 1, — 1) é candidato a ponto de máximo local. 
Os pontos críticos (1, -1)e(— E. 1) ndo são extremantes locais. 


16.3 


1. а) E Z |pomo de mínimo local. (Conforme Exerc. 2, é ponto de mínimo global.) 


7 
: 155, ы 3 4 
b) (1, 1) é ponto de mínimo local, mas não global (f(0, y) = y" — 4y + 5 tende a — quando 
[i E. S 
y — =). E zm Б ponto de sela. 
ІЗ 6, 


0 58 : 4 d 
c) (—1, 1) é ponto de sela, e - Zhe ponto de mínimo local, mas não global (f(x, 0) = х — 


5x tende a — рага x — —x). 


\ 
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7. ауа (а, B) é solução do sistema 


3 1 
= — = |é ponto de sela, 
a (5. 5) ро 


е) (3 2) е > do 2) são pontos de sela, 


f) Мао admite ponto crítico. 

8) Os extremantes locais de f coincidem com os extremantes locais de g (x, Y) = + 2ху + Ay. ES 
бх = 12у; (2, 1) é ponto de mínimo local. (Conforme Exerc. 2, é ponto de minimo global.) 

ћу (0,0) ponto de máximo local; (0, 1), (0, — 1), (1,018 (7 1,0) pontos de sela; (4, 1), Cl, — 1), 
(— 1 152—1, — 1) pontos de mínimo locais (verifique que são pontos de minimo globais). 

В (1, 2) é ponto de minima local. 

p (—1,—1)ё ponto de minimo local, 

Ij (1, 1) é ponto de minimo local; (1, — 1)e(— 1, 1) pontos de sela; (— 1, — 1) ponto de má- 
ximo local. 


| 26a + 48 = 387 


Vida + 268 = 2,505 





b) 894 


3 TRE See 
2 (2 = 2) ponto de mínimo glabal. Qe py Ару +462 pr 


БҮЛ” 


КЕКЕ? 2 
é a distância entre eles. Basta, então, determinar (А. и) que minimiza g (A. ui = (А — ну” + 


s 57 
QA - um)? + (2 + a, P = (1. 2.2) Q = -5-54) 





g^ 
bi Não admite extremantes, pois, para todo (х, y), PL y}= y) = —2. О ponto 
12 


crítico, 5) é de sela. 

ІЗ ІЗ 

с) (1. 1) ponto de máximo global. 9. (1,2, D. 

10. 7. = px + pay - [c + 2y? + 2e] = 120x + 200v — Jx? — зу? — dv. А produção que 


d) A 2 ij é ponto de mínimo global. CN AUMENTAR Y 


13:21 
e) Não admite extremanie; (2, —2) é ponto de sela. [Desenhe as imagens das curvas 


yj (= (t —2, ftt 2) е y t = (2 — 3 — 2 + 24201) 
onde z (0) = (2 — H, — 2+ 21]. 


11. L= 5z — (2x + у}. A produção z que maximiza o lucro é a correspondente ax = 15.8 e y = 
20,4, ou seja. z = 1576,2. 


13. (EE с 15) 14 1 +у+: = 
14 14 


ba | u 


f) (1.2) ponto de minimo global. 
15. a) (1, | 2) ponto de mínimo local edd que é ponto de máximo global. 
b) (1, 1. 1) ponto de mínimo local: (—], —1, = 1) ponto de máximo local; (I. 1, — 1). 
| ET pps ат 1. -е(—1, —1, 1) nào são extremantes 
(veja Exerc. 16). 


2, 25 E c) (— 1. l, 2) nào extremante; E = 5, 2)е ponto de minimo local. 


5. Ele в) = Y [aa + B Ы]: s 2a¡[ea, + B — bj] SEN zs * 


i=] i=] i=l 


B — bj]. Ca, В) é a solução do sistema 


«Уа + BS a = У ah 


іші [x1 i=l 


к= 1 i=] 


d) (3, —2, — 1) não é extremante. 


16.4 


1. a) Valor máximo é 6 e é atingido em (2, 0); valor mínimo é —3 e é atingido em (0, 3). 


3410 do A410 «10 
bj [- EU ar ponto de máximo; | ШЕЙ 
c) Valor máximo é 0 e é atingido nos pontos (0, y), 0 = y = I. О valor mínimo RELER 


atingido em (1, 0), 





3 je nto de mínimo. 


5 
5 "m ME a 
6 а) у= 3* + 1 [Sugerimos desenhar a reta encontrada e marcar os pontos dados.] d) Valor mínimo é 0 e é atingido nos pontos (0, y), 0 = y = 5, (х, 0), 0 =x = 227 н 


= 14 25 : 5 5 
b y= р Қ ыл i (5. 5) 
> 10 ^ 10 máximo é 5 que 6 atingido em 2 
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16.5 


e) O único ponto crítico no interior de A é (0, 0) que não 6 extremante. Assim, / assumirá os 
valores máximo e mínimo na fronteira x^ + у? = 4 de A; g (r) — f(2 соя 1, 2 sent) fornece os 
valores de f na fronteira. O valor máximo é 4, sendo atingido nos pontos (0, 2) e (0, 2). О 
valor minimo é — 4, sendo atingido nos pontos (2, 0) e (—2, 09, 

f Valor mínimo é 0, sendo atingido em (0, 0). Valor máximo é 2, sendo at ingido nos pontos 


(D, De (0, — 1). 





(алт i? үг QUEE l \ 
2; | TE "rubi esum Utilize a função gx) = 4 г, 5 xb д? | — 1 = rs | 
3. {2.0} 


4. Valor máximo é 25, sendo atingido em (0, 5). 


5. O problema consiste em maximizar o lucro L = 10x + бу (x é quantidade do produto / e v do 
produto //) com as restrições; xc 20, усы 45, 5x + Ау: 200, 10 + dy m 240. х= (еу 
0. О lucro será máximo para x = 8e y = 40. | 


ГА 
1 


6. (0, 1) maximiza; —, — | minimiza. 
к ©, 


7. Observe que Q (ar, br) — го (а, В), onde a^ + b^ = |. 














тыы su NE жар; | 
а) | EASY: | é ponto de máximo; | — y — é ponto de mínimo. 
LW Va F: A x 38 “28 
6 |) ШИЕ: 1 
Б) | ——, —— | é ponto de máximo; | — — 2 л ini 
—= ахі; —=—, — — ё ponto de min 
938° 718 ] | 438^ 38) PF dis 
TORNO 
безе EET onto de Minima. 
I9 19)! 
f ә» 
d [^ 2 = | ponto de mínimo. 


n 

2 E] "n бым a =" E 

e) t2, lD)e(—2, - |у pontos de máximo; (—2, Ne (2, — |) pontos de mínimo. 
f (— T, 1) ponto de mínimo. 





E) ке zona: nint m Ea l 30 
ға E) minimo; LT С 2) e | D NE 3. pontos de máximo. 
БІ е TV DAC ONE E ME S 
h) (2,0) ponto de máximo | =, iden к= 242 mm a 
[3 à ) е | 3 3 | pontos de minimo. 
i) (1, 1) ponto de mínimo local: |- > >) ponto de máximo local. 
Л | 5 : | x | Es ar | ponto de máximo, [2 24 E г E SM ponto de 
ШШ OS 7 уб уб | уб e, | 


2 El ` 

2. х“ + Ібу“ = 8; о ponto de tangência €, | | 
5 

$ 
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- os. П П 1 ж. 2 2 A > 
4. (2,4). [Sugestáo: minimize f(x, y) = (x — 14) + (y I com a restrição y = 17,] 





ЕДЕ, т Za 32 22 X qe DEA 
6. х + у + dy = —. O ponto de tangéncia ё | —, —, — | 
19 .19 19 19; 


7. Valor máximo é 4, sendo atingido em (1, 1, 1). O valor mínimo é —4, sendo atingido em 
{= Жі 07 





¡2 4 бо é NU NE. NET. 2 s 

8. |-,-.-- | |Sugesión: minimize f(x, y, z) ^ x^ + y^ + z coma restriçãox + 2y — Зу = 4], 
ТУ / 
| 24 CIS S > ERE 2 2 2 Je 

ds ud [Sugestão: mimimize x^ + y^ + z" comas restrições x + 2y t = ]e2x + 
Il 11 11 
ytz-4] 
f | ` 

2— 66 1 3-66 Т 
10, өытзт-- | maximiza f. 
б 3 d 


11. ii, е(– 1. = 1) ѕао ов mais próximos da ongem; (43, — 43) € (— 3, 33 }5йо оз mais afastados. 











? = |, 
Observação. Sejam u | sejam и e v as componen- 
2 
= — я | - — | | 
tes de (x, у) na base( w, v); istoé (x; уу = на +v v, ou seja, (r y) = ы | =, — | + 
| м2 42 
ғ | | Е 
p — 4 —— |. Verifique que a mudança de coordenadas 
q q 
“. м ғ 
i | | 
| X = — М PE 1 
2 yz 
| | 
y — —ÁÓ H T —= | 
4/2 aL 
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+ 
= 


transforma a equação dada na equação — + 
2 б 


Еа ейік) 


15. 12 cada um 





i l A | | TUM 
12. [5 — | Verifique que a mudança de coordenadas x = == y — —— 4 y 1 TA | i tó. Equilátero 
Re 2. so ше В 
for Т 02” | 18. Cubo 
transforma a equação dada na equação 2v^ — 2 42 н + | = O que é uma parábola, 


19. Cubo de aresta 1 m. 


ы 


54/2 


20. Cubo de агезіз----. 
Wo 


б 8 
21. Paralelepipedo de arestas ==, —— € ——. 
Ja x3 МЕ 


22, х= 4,у = 2в:- 


Las | 4 





23. Temperatura máxima 200. Temperatura mínima: 204). 


13. (1,3)е(-1,-3), A mudança de coordenadas 34. бх + Ay + 32 = 1245. 








: | В | А 
X = — H T l 25. Р-(2.һе0515.21 
| “10 v 10 IV 3 | / 3 jo 3 | 2, 
! 3 i OU (x, у) =н ——, + dm | 
Re _— Ц + = y LAIA i0. IO у) 
y 10 v I0 E ID a E 
H т 


+ 


me E . nu* 
transtorma a equação dada na equação — 


= 
ТЕ 


— = | que é uma hipérbole: 
40 di É 


Observe que "i = 





